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Introducción

El análisis discriminante es uno de los métodos más usados en Estad́ıstica Multivariada y tiene
como fin obtener reglas de clasificación de individuos. A diferencia del análisis de cluster, en el
análisis discriminante se trabaja con poblaciones cuyos individuos pertenecen a distintos grupos
y dicho grupo es conocido. Al contar con esta información se pueden medir los errores que se
están cometiendo y tratar de minimizarlos. La regla de clasificación que se obtenga podrá ser
utilizada posteriormente para asignar nuevas observaciones a alguno de estos grupos.
El problema de clasificación es importante dado que aparece frecuentemente en diversas ámbitos
cotidianos:

El médico que está haciendo un diagnóstico para decirle al paciente si sufre una enfer-
medad o no.

Una entidad financiera que tiene que decidir si le otorga un crédito a un nuevo cliente.

Una empresa que va a enviar una carta ofreciendo un producto a un grupo seleccionado
de clientes suponiendo que estos podrán adquirirlo.

Una universidad que tiene que decidir a que estudiante otorgarle una beca, etc.

Fisher fue el que introdujo el término discriminante en 1936, para distinguir entre 2 especies
de flores de Iris: ”Setosa 2”Versicolor”. En el caṕıtulo 1 haremos un repaso del método y
de las reglas que llevan su nombre suponiendo que las poblaciones tienen varianzas iguales o
diferentes. Si los datos con los que se trabajan, siguen una distribución normal, estos métodos
son los mejores en el sentido de minimizar los errores de mala clasificación (ver Welch (1939),
Smith (1947)) cuya estimación también se verá en este caṕıtulo.

Cuando se está bajo el supuesto de un modelo paramétrico y no se puede suponer igualdad
de las matrices de varianza, Flury y Schmid (1992) propusieron poner restricciones sobre las
mismas, para aśı tener que estimar menos parámetros y mejorar la variabilidad de los mismos.
En este trabajo, supondremos que estamos bajo el modelo de componentes principales (CPC)
comunes cuya definición se dará en el caṕıtulo 2.1.

En el caṕıtulo 3, se describen los algoritmos que permiten el cálculo de los estimadores de los
ejes principales y sus varianzas bajo el modelo CPC.
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Como veremos en el caṕıtulo 4, la regla discriminante obtenida puede ser altamente afectada
ante la presencia de unos pocos outliers por lo cual haremos una revisión de algunos de los
métodos robustos existentes. En el caṕıtulo 5 veremos el caso particular de la regla discrimi-
nante propuesta por Flury para después presentar nuestra propuesta basada en estimadores
de escala y posición robustos. Finalmente, mediante un estudio de Monte Carlo compararemos
los resultados de las reglas discriminantes basadas en el estimador de escala clásico y en el
de Stahel–Donoho que tiene alto punto de ruptura en altas dimensiones, en el caso en que el
modelo CPC sea válido .



Caṕıtulo 1

Análisis Discriminante

El análisis discriminante es un método de Estad́ıstica Multivariada que consiste en determi-
nar una regla de clasificación a partir de conjuntos de observaciones. Este método está dentro
de los que se denominan de aprendizaje supervisado, ya que para cada observación se conoce
la respuesta que se desea obtener. Dada una regla, podemos comparar el resultado obtenido
contra el verdadero, supervisarlo y optimizarlo. El análisis de clusters no es supervisado dado
que no hay grupos definidos a priori.

Uno de los ejemplos más conocidos dentro del análisis discriminante es el de las flores Iris
presentado por Fisher (1936). A partir de las mediciones en 50 flores de tipo Setosa y 50
Versicolor con respecto a:

largo del sépalo

ancho del sépalo

largo del pétalo

ancho del pétalo,

Fisher (1936) dio la regla para clasificar ambos conjuntos y ante una nueva observación saber a
qué grupo asignarlo. Fisher (1936) presentó el problema como la búsqueda de una combinación
lineal de las variables que maximizara el cociente entre la diferencia de las medias y el desv́ıo
standard.

(a′µ1 − a′µ2)
2

a′Σa

Como se puede encontrar en Johnson (1998), el máximo se alcanza para cualquier vector pro-
porcional a a0 = (µ1 − µ2)

tΣ−1. La regla que Fisher (1936) propuso para clasificar nuevas
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observaciones consiste en asignar la misma al grupo para el cual la distancia a la media de ese
grupo (de los proyectados) es menor.

Calculemos estos valores para el ejemplo de Iris para separar entre Setosa y Versicolor. Los
grupos tienen n1 = n2 = 50 observaciones y sus matrices de covarianza estimadas son:

S1 =




12,42 9,92 1,64 1,03
9,92 14,37 1,17 0,93
1,64 1,17 3,02 0,61
1,03 0,93 0,61 1,11


 , S2 =




26,64 8,52 18,29 5,58
8,52 9,85 8,27 4,12
18,29 8,27 22,08 7,31
5,58 4,12 7,31 3,91




y los estimadores de posición son:

µ̂1 =
(

50,06 34,28 14,62 2,46
)

µ̂2 =
(

59,36 27,70 42,60 13,26
)

Fisher (1936) supuso que las varianzas eran iguales por lo cual el estimador utilizado es:

S =
(n1 − 1)S1 + (n2 − 1)S2

n1 + n2 − 2

Eligiendo la primera coordenada de a = 1 la combinación lineal obtenida es:

y = x1 + 5,90x2 + 7,13x3 − 10,10x4

La discriminación del gráfico 1.1 se realizó teniendo en cuenta sólo la información referente al
ancho y al largo del pétalo. En dicho caso y = x3 − 0,9x4.

Aunque Fisher (1936) introdujo el método buscando la combinación lineal que maximiza las
distancias entre las medias, la forma más usual de definir este método es definiendo regiones
de clasificación. La solución en este caso es la que se puede observar en la Figura 1.2. Para este
caso fue posible encontrar 2 regiones que separaban perfectamente los datos. En general, esto
no va a ser posible y lo que se debeŕıa buscar es minimizar los errores de mala clasificación.

Tomemos otro ejemplo con 2 poblaciones, ahora se tienen familias que:

Poseen cortadoras de cesped montables

No las poseen

Un fabricante de este tipo de cortadoras de cesped va a lanzar una campaña de venta y quiere
identificar las familias factibles de comprarlas. Para la clasificación cuenta con la siguiente
información:
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Figura 1.1: Regla Discriminante de Fisher para los datos de las Flores de Iris.
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Figura 1.2: Regiones de clasificación para las Flores de Iris.
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En la Figura 1.3 se puede observar que los poseedores de este tipo de cortadoras tienden a tener
ingresos más altos. La recta está definiendo dos regiones. Las personas cuyas observaciones
pertenezcan al semiplano superior, serán clasificadas como poseedoras, o posibles compradoras
de este producto por lo que seŕıan las familias a las que este fabricante se querŕıa dirigir.

A continuación formalizaremos estos conceptos para ver como se debeŕıan definir las regiones.

1.1. Dos grupos: Distribuciones conocidas

Supongamos que tenemos una población P con una proporción π1 de observaciones del grupo
G1 y π2 = (1 − π1) observaciones del grupo G2. Sea fi(x) la probabilidad o la densidad de las
observaciones x pertenecientes al grupo Gi, i = 1, 2. Se da la siguiente regla de clasificación:
Asignar x a Gi si x pertenece a Ri, donde R1 y R2 son excluyentes y R1

⋃
R2 = R, el espacio

muestral para P. Los errores que podŕıamos cometer se indican en la Figura 1.4 y son:

Asignar x a G2 cuando pertenece G1

Asignar x a G1 cuando pertenece G2
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Figura 1.4: Errores de clasificación.

Si conocemos las densidades de cada grupo, podemos calcular las probabilidades asociadas a
los mismos:

P(2|1) =
∫

R2

f1(x)dx y P(1|2) =
∫

R1

f2(x)dx (1.1)

Debemos entonces definir criterios para elegir R1 y R2.

El siguiente lema, que puede hallarse en Seber (1984, pp. 281), nos permitirá construir las
regiones R1 y R2.

Lema 1 . La integral
∫
R1

g(x) dx se minimiza respecto de R1 cuando

R1 = R01 = {x : g(x) < 0}
.

A continuación, detallaremos algunos criterios para la selección de las regiones.

a) Minimización de la probabilidad total de mala clasificación

Una forma de elegir R1 y R2 consiste en elegir las regiones que minimizan la probabilidad
total de mala clasificación la cual está dada por:

P(R, f) =
2∑

i=1

Pr (asignar incorrectamente x a Gi) =
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=
2∑

i=1

2∑

j=1

j 6=i

Pr (asignar x a Gi|x ∈ Gj) Pr (x ∈ Gj)

= P(1|2)π2 + P(2|1)π1 (1.2)

A partir de (1.1) y (1.2) obtenemos

P(R, f) = P(1|2)π2 + P(2|1)π1 = π2

∫

R1

f2(x)dx + π1

∫

R2

f1(x)dx

= π2

∫

R1

f2(x)dx + π1

∫

R−R1

f1(x)dx = π2

∫

R1

f2(x)dx + π1

(
1−

∫

R1

f1(x)dx
)

=
∫

R1

(π2f2(x)− π1f1(x))dx + π1

Con lo cual, usando el Lema 1 con g = π2f2(x)− π1f1(x)) ≤ 0 resulta que

R01 =

{
x :

f1(x)

f2(x)
≥ π2

π1

}
. (1.3)

La regla de clasificación debida a Welsh (1939) asigna x a G1 si x ∈ R01.

b) Minimización del costo total de mala clasificación.

Si suponemos que clasificar incorrectamente una observación del grupo 1 tiene un costo
diferente a clasificar mal una del grupo 2, debeŕıamos minimizar el costo total de mala
clasificación definido por

CT = C(1|2)P(1|2)π2 + C(2|1)P(2|1)π1

Utilizando nuevamente el Lema 1, en forma análoga a la anterior, se obtiene

R01 =

{
x :

f1(x)

f2(x)
≥ π2C(2|1)

π1C(1|2)

}
(1.4)

que se reduce a (1.3) si los costos son iguales.

c) Maximización de la probabilidad a posteriori.

Si fueran conocidas las probabilidades a priori πi, seŕıa posible aplicar el teorema de Bayes
y obtener la probabilidad a posteriori como

qi(x) = P(Gi|x) =
πifi(x)∑

j

πjfj(x)
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Un criterio razonable asigna x a G1 si q1(x) > q2(x), o sea, se asigna x al grupo que
maximiza la probabilidad a posteriori. Por lo tanto, se da la siguiente regla de clasificación

x ∈ Ri si qi(x) > qj(x)

o sea

x ∈ Ri si πifi(x) > πjfj(x) .

Como puede observarse esta regla de clasificación coincide con la definida en (1.3).

1.1.1. Distribución Normal con matrices de covarianza iguales

Supongamos que X|Gi ∼ Np(µi, Σ), es decir que

fi(x) = (2π)−p/2 |Σ|−1/2 exp
[−1

2
(x− µi)

tΣ−1(x− µi)
]
, x ∈ IRp .

La condición (1.4) para densidades normales queda

exp
[
(µi − µj)

tΣ−1x− 1

2
(µi − µj)

tΣ−1(µi + µj)
]

>
πjC(j|i)
πiC(i|j) .

Llamando kij =
πjC(j|i)
πiC(i|j) y tomando logaritmo, obtenemos que clasificamos a x en Gi si

(µi − µj)
tΣ−1x >

1

2
(µi − µj)

tΣ−1(µi + µj) + log(kij) ∀j 6= i (1.5)

La regla de discriminación es lineal en x y en el caso de dos poblaciones, puede escribirse de la
siguiente forma: asigne x a G1 si αtx > 1

2

(
αtµ1 + αtµ2

)
+ log(k12) donde α = Σ−1(µ1 − µ2).

1.1.2. Distribución Normal con matrices de covarianza distintas

Ahora supongamos que X|Gi ∼ Np(µi, Σi), es decir que la condición (1.4) pasa a ser

|Σi|−1/2

|Σj|−1/2
exp

[
−1

2
(x− µi)

tΣ−1
i (x− µi) +

1

2
(x− µj)

tΣ−1
j (x− µj)

]
> kij

con kij =
πjC(j|i)
πiC(i|j) . Nuevamente, tomando el logaritmo, clasificamos a x en Gi si

−1

2
log
|Σi|
|Σj|
− 1

2
(x− µi)

tΣ−1
i (x− µi) +

1

2
(x− µj)

tΣ−1
j (x− µj) > log(kij) ∀j 6= i (1.6)

Como vemos la regla de discriminación es, a diferencia de la anterior, cuadrática en x.
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1.2. Discriminación con poblaciones paramétricas descono-

cidas

1.2.1. Matrices de Varianza iguales

En general cuando se enfrenta un problema de discriminación no se conocen las ditribuciones o
alguno de los parámetros de las distribuciones. Podŕıa saberse que X ∈ Gi tienen una distribu-
ción Normal pero no conocerce los parámetros µi, Σi. Wald (1944) y Anderson (1984) sugirieron
reemplazar los parámetros poblacionales por los muestrales: Si se tienen ni observaciones de Gi

que se guardan en una matriz Xi, cuyas filas corresponden a las ni observaciones y las columnas
a las p variables

Xi =




xi11 xi12 . . . xi1p

. . .
xini1 xini2 . . . xinip


 =




Xi1

Xi2

. . .
Xini




Los estimadores de la media y de la matriz de covarianza están dados por

µ̂i =

ni∑

j=1

Xij

ni
Si =

ni∑

j=1

(Xij − µ̂i)(Xij − µ̂i)
t

ni − 1

Al estar bajo el supuesto que los datos tienen la misma matriz de covarianza, podemos utilizar
como estimador de la misma

S =
(n1 − 1)S1 + (n2 − 1)S2

n1 + n2 − 2

Con lo cual reemplazando estos parámetros en (1.5), la regla obtenida clasifica x en Gi si

(µ̂i − µ̂j)
tS−1x− 1

2
(µ̂i − µ̂j)

tS−1(µ̂i + µj) > log(kij) ∀j 6= i , (1.7)

donde kij = πjC(j|i)
πiC(i|j) . Si tenemos k = 2 poblaciones, podŕıamos escribir esta regla de clasificación

como

x ∈ R̂1 si L(x) = α̂tx + α̂0 > log(k12)

con

α̂ = S−1(µ̂1 − µ̂2) α̂0 = −1

2
α̂t(µ̂1 + µ̂2) .
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Observemos que α̂ es el coeficiente obtenido en la propuesta de Fisher y provee un estimador
consistente del vector α = Σ−1(µ1 − µ2), definido anteriormente. L(x) se denomina la función
discriminante lineal.

1.2.2. Matrices de Varianza distintas

Al igual que en la sección anterior, podŕıa saberse que X ∈ Gi tienen una distribución Normal
con parámetros µi, Σi desconocidos y todos diferentes. Nuevamente se reemplaza en la regla
(1.6) los parámetros por sus estimadores obteniéndose

Q(x) = −1

2
log
|Si|
|Sj|
− 1

2
(x− µ̂i)

tS−1
i (x− µ̂i) +

1

2
(x− µ̂j)

tS−1
j (x− µ̂j) > log(kij) (1.8)

con kij =
πjC(j|i)
πiC(i|j) .

Si indicamos por Di(x) = (x− µ̂i)
tS−1

i (x− µ̂i) la distancia de Mahalanobis entre x y la media
estimada µ̂i para Gi, la condición anterior puede escribirse como:

−Di(x) + Dj(x) > 2 log(kij) + log
|Si|
|Sj|

(1.9)

Es decir, la observación x es clasificada en el grupo de cuya media está más próxima en el
sentido de la distancia de Mahalanobis con una diferencia mayor a una constante. La regla
cuadrática fue obtenida bajo normalidad por Smith (1947).

1.3. Análisis de errores

Una vez obtenida una relgla de clasificación, se debe poder validar su capacidad de asignación
correcta o incorrecta a los distintos grupos. Para ello estudiaremos los distintos tipos de errores.

1. Tasas de errores óptimos

En la sección 1.1, donde se supońıa que la distribución de los grupos era conocida, vimos
cuáles eran los posibles errores y cómo se calculaban. También vimos como encontrar la
región que haćıa mı́nimo dicho error. Se denomina tasa de error óptimo al error cometido
al utilizar la región óptima Roj, j = 1, 2.

ei,opt = P(j|i) =
∫

R0j

fi(x|θi)

y (ver 1.2)
eopt = π1e1,opt + π2e2,opt = P(Ro, f) (1.10)
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2. Tasas de errores verdaderos (actual errors)

Partimos de una muestra para estimar las regiones, y calculamos el error de estas regiones
estimadas, R̂0j, al cual denominaremos error verdadero

ei,act = P(j|i) =
∫

R̂0j

fi(x|θi)

eact = π1e1,act + π2e2,act = P(R̂o, f) (1.11)

Si un número elevado de observaciones son clasificadas usando R̂o, entonces alrededor de
100eact % observaciones serán mal clasificadas. Observemos que eopt ≤ eact

3. Tasas esperadas de errores verdaderos

Al estar partiendo de una muestra, es de interés calcular la tasa esperada de los errores
verdades:

E[eact] = π1E[e1,act] + π2E[e2,act] (1.12)

En la mayoŕıa de los casos, no se conocerán algunos parámetros de las densidades por lo cual
no será posible calcular los errores anteriores. Por lo que será necesario estimar dichos errores.

1. Estimaciones “plug–in”o de reemplazo

Partiendo del error verdadero, se pueden reemplazar los parámetros desconocidos por
estimaciones de los mismos, y aśı obtener una estimación de los errores actuales.

êi,act = P(j|i) =
∫

R̂0j

fi(x|θ̂i)

êact = P(R̂o, f̂) (1.13)

2. Tasas de errores aparentes

Esta tasa de error se calcula reclasificando la muestra a partir de la cual se obtuvo la regla
discriminante y contando los individuos mal clasificados en cada grupo. Llamemos mi a
las observaciones del grupo Gi clasificadas incorrectamente y ni al total de individuos de
dicho grupo. Luego,

ei,app = mi/ni (1.14)

y el error aparente total seŕıa:

eapp = π1e1,app + π2e2,app . (1.15)
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Si π1 y π2 son desconocidos, y las n = n1 + n2 observaciones corresponden a una muestra
aleatoria de una población P, entonces se podŕıan estimar las proporciones πi por π̂i =
ni/(n1 + n2) y la estimación de la tasa de error aparente quedará entonces

êapp = π1ê1,app + π2ê2,app =
n1

n1 + n2

m1

n1

+
n2

n1 + n2

m2

n2

=
m1 + m2

n1 + n2

. (1.16)

El problema de este error es que al utilizar la misma población tanto para obtener la
regla como para validarla tiende a producir valores “optimistas”. Lo ideal para calcular
los errores aparentes seŕıa tener una muestra suficientemente grande para poder dividirla
en dos submuestras:

Muestra de entrenamiento: para obtener la regla

Muestra de validación: la cual se reclasificaŕıa con la regla obtenida anteriormente
y se calculaŕıan los errores aparentes, obteniendo de esta forma estimaciones no
sesgadas.

En general el número de observaciones disponibles no es tan elevado como para optar por
este procedimiento, y si lo fuera, en general, se prefieren utilizar todos los datos en las
estimaciones.

3. Validación cruzada

La necesidad de mejorar las estimaciones de los errores, dio origen a otros procedimientos.
La técnica de validación cruzada, propuesta por Lachenbruch y Mickey (1968) consiste
en:

Paso 1: Estimar la regla discriminante con todas las observaciones.

Para validar esta regla se procedeŕıa de la siguiente manera:

Paso 2: Se parte la muestra de entrenamiento en dos submuestras de tamaño n−k1 y k1.
Con la primera se obtiene la regla discriminante con la cual se clasifican el resto de
los k1 individuos y se cuenta la cantidad de clasificaciones erróneas en cada grupo.

Paso 3: Se repite el paso 2 un número elevado de veces o tantas como sea posible es decir(
n
k1

)
. Finalmente, se calcula la media de las tasas de mala clasificación observada en

cada grupo, ec(i) y la tasa de error actual total:

ec = π1e1,c + π2e2,c (1.17)

El valor más usual para k1, y que fue el inicialmente propuesto, es uno, por lo cual
se conoce la regla como “dejando uno afuera”(“leaving one out”). En este caso, el
error de mala clasificación en cada grupo está dado por:

ei,c =
ai

ni
(1.18)
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y el error total:

ec = π1e1,c + π2e2,c =
a1 + a2

n1 + n2
(1.19)

Actualmente, gracias a los avances computacionales, es posible optar por otras op-
ciones como k1 ' n/2 conocida como “half cross-validation”o como la llama Ander-
sen (1993) “double cross validation”. Efron (1983) concluye que este método reduce
sustancialmente el sesgo en las tasas aparentes pero que al mismo tiempo presenta
una gran variabilidad, especialmente para k1 = 1, por lo cual el autor propone un
método bootstrap que reduce el sesgo y presenta menos dispersión.

4. Tasas obtenidas por “bootstrap”

Dado que el error ei,app es sesgado, Efron (1983) sugiere estimar el sesgo usando una
técnica “bootstrap”. En esta técnica una nueva muestra de tamaño ni (i = 1, 2) se
extrae con reposición de las ni observaciones originales. La nueva muestra no es tan sólo
una permutación aleatoria de los datos originales dado que la muestra es con reposición.
De estas dos nuevas muestras se obtiene una nueva regla de clasificación. Si el muestraje
hubiera sido mixto, el submuestreo también. Llamemos m∗

i al número de observaciones
mal clasificadas de la nueva muestra por la nueva regla y m∗∗

i a las mal clasificadas de la
muestra original. Se define:

di =
m∗∗

i −m∗
i

ni

(1.20)

Se repite el proceso un número elevado de veces (digamos alrededor de 100 veces) y sea di

la media de los di de dichas réplicas. Las estimaciones “bootstrap”de las probabilidades
de mal clasificación por grupo son:

eboot(i) =
mi

ni
+ di (1.21)

y la probabilidad total
eboot = π1eboot(1) + π2eboot(2) (1.22)

McLachlan (1980) mostró que la estimación del sesgo para ei,app dada por di es eficiente.

El inconveniente de las estimaciones por reemplazo o “plug–in” êi,act es que dependen fuerte-
mente de la correcta especifiación de las densidades fi. Además, tienen un mal comportamiento
para muestras pequeñas.

Por último, se tiene la siguiente propiedad : E[êact] ≤ eopt < E
θ̂i
[eact] = E[eact] cuya demostración

se puede encontrar en el Seber (1984, pp. 290).
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1.3.1. Más de dos grupos

Supongamos que tenemos una población P compuesta por k grupos independientes y sea πi la

proporción de observaciones pertenecientes al Grupo Gi (1 ≤ i ≤ k,
k∑

i=1

πi = 1). Lo expuesto

anteriormente para el caso de 2 poblaciones se generaliza para el caso k. Si fi es la densidad de
las observaciones del grupo Gi, buscamos una partición R1, R2, . . . , Rk del espacio R y y la regla
de clasificación asignará una observación x al grupo Gi si x ∈ Ri. La probabilidad de clasificar
incorrectamente un individuo en Gj cuando en realidad pertenece a Gi está dada por:

P(j|i) =
∫

Rj

fi(x)dx (1.23)

Supongamos que el costo asociado de clasificar incorrectamente un individuo es diferente entre
los grupos, llamemos C(j|i) al costo de asignar incorrectamente una observación del grupo Gi

a Gj. Por definición, C(i|i) = 0.

Luego, el costo de mal clasificar x ∈ Gi está dada por:

C(i) =
k∑

j=1,j 6=i

C(j|i)P(j|i) (1.24)

y el costo total de mala clasificación es:

CT =
k∑

i=1

πiC(i) (1.25)

Las regiones de clasificación que minimizan CT , están definidas asignando x al grupo Gi, 1 ≤
i ≤ k, para la cual

k∑

j=1,j 6=i

πjfj(x)C(i|j) (1.26)

es mı́nima (la demostración se puede encontrar en Anderson (1984)).

Si suponemos que el costo de mal clasificar una observación en otro grupo es para todos igual,
(1.26) se va a minimizar cuando el término omitido πifi(x) sea máximo. Con lo cual, en el caso
de k poblaciones la regla de discriminación que minimiza el costo total de mala clasificación
consiste en asignar x a Gi cuando

πifi(x) > πjfj(x) ∀j 6= i .

Es interesante observar, que como en el caso de dos poblaciones, esta regla de clasificación
coincide con la que maximiza la probabilidad a posteriori.

Las reglas de discriminación para el caso normal se obtienen como en el caso de dos poblaciones.



Caṕıtulo 2

Restricciones en las matrices de
covarianza de las poblaciones

Cuando se utiliza la técnica de análisis discriminante se llega a la regla discriminante lineal
o cuadrática según se suponga que las matrices de covarianza de los poblaciones son todas
iguales (LD) o todas distintas (QD).

En las situaciones en las que hay muchos parámetros a estimar, una forma de reducir la varianza
de los estimadores es agregando restricciones válidas al espacio de parámetros. Los resultados
obtenidos al utilizar el método de discriminación lineal, cuando este es válido, superan los
obtenidos bajo una discriminación cuadrática sin restricciones en las matrices de covarianza
(Seber, 1984). Aún en situaciones en las cuales el método sea teóricamente incorrecto, este
puede superar al método correcto, cuadrático, en términos de tasas de errores esperados. Marks
y Dunn (1974) compararon los resultados de las funciones discriminantes lineal y cuadrática en
los casos asintóticos y para muestras pequeñas tanto en el caso de diferencias proporcionales y
no proporcionales en Σi. El estudio mostró que en el caso de muestras chicas n1, n2 < 25, la
función cuadrática se comporta peor que la lineal si Σ1 ≈ Σ2 y p es moderadamente grande
(p > 6). Flury (1988), propuso una jerarqúıa de las matrices de covarianza comenzando desde la
igualdad de las mismas, finalizando con la desigualdad y en los casos intermedios proponiendo
restricciones. Con esta jerarquización, mostró en otro trabajo (Flury y Schmid, 1992) , que
poner condiciones válidas en los modelos reduce la variabilidad de los estimadores. Aunque su
trabajo es asintótico, hace mención al caso de muestras pequeñas para el cual espera que usando
un modelo parsimonioso se mejoren aún más los resultados. Debido a la dificultad matemática
de este problema, la mayoŕıa de los resultados mostrados son en base a simulaciones. Una de
las excepciones es el trabajo de O’Neill (1984).

Por lo mencionado anteriormente es de interés el estudio de modelos intermedios. A continua-
ción se da la jerarqúıa de similaridad entre k matrices de covarianza Σ1 . . .Σk de dimensión
p× p, con Σi definidas positivas, que Flury (1988) detalla en su libro:

16



2. Restricciones en las matrices de covarianza de las poblaciones 17

N1. Todas las Σi son iguales.
El número de parámetros a ser estimados es de p(p + 1)/2.

N2. Las Σi son proporcionales, es decir, ∃ ρ2, . . . , ρk > 0 tales que

Σi = ρiΣ1 i = 2, . . . , k

El número de parámetros a ser estimados es de p(p + 1)/2 + k − 1.

N3. El modelo de Componentes Principales Comunes (CPC)

Σi = βΛiβ
t i = 2, . . . , k

donde β es una matriz ortogonal de orden p y Λi = diag(λi1, . . . , λip). El número de
parámetros a ser estimados es de p(p− 1)/2 para las matrices ortogonales β y kp para la
matrices diagonales, o sea un número total de parámetros igual a p(p− 1)/2 + kp.

N4. El modelo parcial CPC (ver más detalles en Flury (1984)).

N5. Σ1 . . .Σk matrices de covarianza arbitrarias.
El número de parámetros a ser estimados bajo esta hipótesis es kp(p + 1)/2.

En la siguiente sección ampliaremos sobre el modelo CPC que es en el que se basa esta tesis.
Antes introduciremos el modelo de Componentes Principales para una muestra, para después
generalizarlo a k muestras resultando en el modelo CPC de interés.

2.1. Componentes Principales Comunes

El modelo CPC es una generalización de componentes principales para varias muestras. El
supuesto principal es que la transformación de componentes principales es idéntica en las k
poblaciones consideradas, mientras que las varianzas asociadas a las componente pueden variar
entre los grupos. Antes de definir los estimadores bajo un modelo CPC, veremos el caso de una
población.

2.1.1. Componentes Principales

En el caso de una única población, el modelo de componentes principales se puede introducir
de 3 formas diferentes:

1. Un método que transforma variables correlacionadas en otras no correlacionadas.
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2. Un método que busca transformaciones lineales que se vayan quedando con la mayor
variabilidad.

3. Es un método de reducción de la dimensión que puede ayudar a la interpretación de los
datos.

El primer criterio por śı sólo, no define de manera única a las componentes principales: hay
muchas formas de transformar p variables correlacionadas en p no correlacionadas. Por ejemplo,
si hacemos la descomposición de Cholesky de la matriz de covarianza Σ = TT ′ y transformamos
las variables mediante la transformación lineal asociada a T . Por esta razón, la forma más
frecuente de introducirlas es una combinación de los dos primeros criterios. Es decir, buscar
transformaciones lineales de las variables originales de forma tal que resulten no correlacionadas
y a su vez puedan explicar la mayor variabilidad posible de los datos. El tercer criterio podŕıa
ponerse como objetivo, una vez encontradas las componentes, elegir el subconjunto de trans-
formaciones para las cuales la pérdida de información sea la menor posible. Este concepto fue
el utilizado por Pearson (1901) en uno de los primeros acercamiento a este tema aunque fue
Hotelling (1933) quien lo desarrolló.

En general, este método no se lo utiliza como un fin en śı mismo sino que se usan los datos
resultantes como información de partida en la aplicación de otros métodos. Por ejemplo, en
regresión lineal una de las hipótesis es que los datos no estén correlacionados, en caso de no
cumplirse la misma, el análisis discriminante podŕıa utilizarse como paso previo.
Al ser un método de reducción de la dimensión, es ampliamente utilizado en el análisis de
datos con muchas variables, problema que es frecuente encontrar en áreas como quimioterapia
(‘chemometrics’), ingenieŕıa, genética, etc. El análisis de componentes principales es usualmente
el primer paso en el análisis de datos, seguido por análisis discriminante, análisis de clusters y
otras técnicas multivariadas.

A continuación veremos como encontrar las componentes principales.

Componentes Principales de una población

Supongamos que tenemos el vector aleatorio Xt = (x1, x2 . . . xp) con matriz de covarianza Σ.
Como ya mencionamos, las Componentes Principales son las combinaciones lineales de estas p
variables aleatorias:

Y1 = at1 X = a11x1 + a12x2 + . . . + a1pxp

Y2 = at2 X = a21x1 + a22x2 + . . . + a2pxp
...

...
Yp = atp X = ap1x1 + ap2x2 + . . . + appxp

(2.1)

donde la elección de los ai se realiza de modo de maximizar la varianza que está dada por:

V ar(Yi) = ati Σai i = 1, 2, . . . , p (2.2)
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y además, resulten no correlacionadas. Es decir que también se pondrán condiciones sobre:

Cov(Yi, Yk) = ati Σak i, k = 1, 2, . . . , p (2.3)

Geometricamente, estas combinaciones lineales representan la selección de un nuevo sistema de
coordenadas, en el cual los ejes respresentan la dirección de máxima variabilidad. Las Compo-
nentes principales solo dependen de la matriz de covarianza Σ. Para obtenerlas no es necesario
el supuesto de que la población tenga una distribución normal multivariada, aunque bajo esta
condición las componentes tienen útiles interpretaciones en relación a los elipsoides de densidad
constante. Además se pueden hacer inferencias de sus estimadores de máxima verosimilitud.

Primer Componente Principal: se elige como la combinación lineal:

Y1 = at1 X = a11x1 + a12x2 + . . . + a1pxp

donde el a elegido es el que maximiza la varianza (2.2).
Dado que la misma crece al tomar múltiplos de un vector, el conjunto sobre el que se
maximiza son los a tales que ‖a‖ = 1

V ar(Y1) = at1 Σa1 = máx
{a∈IRp

: ‖a‖=1}
atΣa

Segunda Componente Principal:

Y2 = at2 X = a21x1 + a22x2 + . . . + a2pxp

Nuevamente a se elige para que maximice la varianza (2.2). Pero ahora hay que agregar
la condición para que resulte no correlacionado con Y1.

V ar(Y2) = at2 Σa2 = máx
{a∈IRp

:‖a‖=1 , atΣa1=0}
atΣa

j−ésima Componente Principal:

Yj = atj X = aj1x1 + aj2x2 + . . . + ajpxp

donde aj se elije

V ar(Yj) = atj Σaj = máx
{a∈IRp

:‖a‖=1 , atΣai para i<j}
atΣa
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Dado que Σ es una matriz simétrica y definida positiva, por el teorema de descomposción
espectral Σ = βΛβt donde los valores de la matriz diagonal Λ : λ1 ≥ . . . ≥ λp son los autovalores
asociados a las columnas de β que son los autovectores de Σ. Veamos que esta elección es la
que define las componentes principales. Dado que β1 . . . βp definen una base ortonormal de IRp

a =
p∑

i=1

αiβi, αi ∈ IR. Como βj son ortogonales αtα = 1.

La varianza de atX es:

var(atX) = atΣa =
∑

(αiβ
t
i Σβiαi) =

p∑

i=1

α2
i λi ≤ λ1

p∑

i=1

α2
i = λ1 .

Por lo tanto, la primer componente principal es el auvector correspondiente al mayor autovalor.
Veamos por inducción que si vale para h − 1 entonces vale para h. Queremos maximizar la
varianza de atX sujeto a que ‖a‖ = 1 y atΣβj = 0 para j < h. Como βj es autovector de Σ

la segunda condición queda atβj = 0 por lo tanto, a =
p∑

i=1

αiβi =
p∑

i=h

αiβi y

var(atX) = atΣa =
p∑

i=h

(αiβ
t
i Σβiαi) =

p∑

i=h

(αi)
2λi ≤ λh

p∑

i=h

(αi)
2 ≤ λh

Por lo tanto, el j−ésimo autovector de Σ es la j−ésima componente principal.

Las Componentes principales de X, se definen como el vector aleatorio p−variado

Y =




Y1

Y2
...

Yp




= βtX

donde βj son los vectores caracteŕısticos de Σ. La matriz de covarianza de Y está dada por

Cov(Y ) = βtΣβ = Λ

La varianza total de X se define como :

σ2
total =

p∑

j=1

var(Xj) = tr(Σ)

y la varianza generalizada como
σ2

gen = det(Σ) .

Estas dos medidas de dispersión multivariada son invariantes por las transformaciones ortogo-
nales.

σ2
total = tr(Σ) = tr(βΛβt) = tr(Λ) =

p∑

1

λi =
p∑

1

var(Yi)



2. Restricciones en las matrices de covarianza de las poblaciones 21

y
σ2

gen = det(Σ) = det(β) det(Λ) det(βt) = det(Λ)

Por lo tanto, la proporción de la varianza explicada por la k−ésima componente es:

λk

λ1 + λ2 + . . . + λp
k = 1, . . . , p

Es de interés el caso en que una gran proporción (80%, 90%) de la varianza total de las p
variables puede ser explicada por k ≤ 3 componentes, ya que nos permitiŕıa graficar con poca
pérdida de variabilidad.

En el caso muestral, los estimadores de máxima verosimilitud de las componentes principales
se pueden obtener reemplazando Σ por su estimador muestral.

2.1.2. Componentes principales muestrales

Desde el punto de vista anaĺıtico hay poca diferencia entre las componentes principales de
una población y las de una muestra. Como mencionamos anteriormente, en el caso muestral
se reeplaza Σ por un estad́ıstico Σ̂ apropiado, al cual se le pide que sea definido positivo y
simétrico, y se definen las componentes principales muestrales como la descomposición espectral
de Σ̂. Usualmente se suele elegir como Σ̂ la matriz insesgada de covarianza muestral:

S =

n∑

j=1

(Xj −X)(Xj −X)t

n− 1

donde

X =

n∑

j=1

Xj

n

El uso de S se justifica por ser, excepto una constante (n − 1)/n, el estimador de máxima
verosimilitud en el caso normal. Supongamos que X1, . . . , Xn es una muestra de una distribución
normal p−variada X ∼ Np(µ, Σ) y supongamos que la matriz de covarianza Σ = βΛβt es
definida positiva. En dicho caso S∗ = (n− 1)S/n es el estimador de máxima verosimilitud de Σ
y si n > p, S es definida positiva con probabilidad 1 y los p autovalores de S son distintos. Sea

S = BLB′ =
p∑

j=1

ljbjb
′
j (2.4)

la descomposición espectral de S, donde B = (b1, . . . , bp) es ortogonal y L = diag(l1, . . . , lp).
Cuando todos los autovalores de Σ son distintos, la descomposición espectral de Σ es única
salvo por el signo de los autovectores.
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El teorema de invarianza de los estimadores de máxima verosimilitud (Apéndice), implica que
los estimadores de máxima verosimilitud de β y Λ, que indicaremos β̂ y Λ̂, sean los autovectores
y autovalores de S∗, es decir,

β̂ = B (2.5)

Λ̂ =
n− 1

n
L . (2.6)

La teoŕıa asintótica de los estimadores de las componentes principales puede verse en Flury
(1988).

Ahora veremos como encontrar las componentes principales comunes en el caso de tener k
poblaciones.

2.1.3. Calculo de las CPC: Estimadores de Máxima Verosimilitud

Jolicoeur y Mosimann (1960) y Jolicoeur(1963b) analizaron las componentes principales de
varios conjuntos de datos biométricos. Sus ejemplos están relacionados con las medidas de los
caparazones de tortugas y con medidas de huesos humanos y animales. En cada uno de estos
ejemplos separaron machos y hembras, observando que las componentes principales eran muy
similares mientras que las varianzas entre el sexo femenino y el masculino eran muy distintas.
Aunque notaron claramente estas diferencias, no llegaron a formalizar la definición de modelos
apropiados como el CPC.
En el modelo CPC se está asumiendo que las componentes de las distintas poblaciones son las
mismas aunque la variabilidad podŕıa ser diferente en cada población. Si llamamos Σ1 . . .Σk

a las matrices de covarianza correspondientes a k poblaciones donde se tuvieron en cuenta p
atributos, es decir Σi ∈ IRp×p, la hipótesis del modelo CPC tal como se puede encontrar en
Flury (1988) es

HCPC : Σi = βΛiβ
t i = 2, . . . , k

donde:
β es una matriz ortogonal de p× p, y
Λi = diag(λi1, . . . , λip).

La diferencia de parámetros a ser estimados entre el modelo CPC y otro en el que todas las
matrices de covarianza son diferentes, es de p(p − 1)(k − 1)/2. Por lo que este método va a
resultar ventajoso en el caso en que p y k sean grandes.

Si la muestra Xi1, . . . , Xini
de la i−ésima población tiene una distribución normal p-variada:

Xi ∼ Np(µi, Σi). Los estimadores insesgados de posición y escala son respectivamente:

Si =
1

ni − 1

ni∑

j=1

(Xij − X̄i)(Xij − X̄i)
t X̄i =

1

ni

ni∑

j=1

Xij i = 1, . . . , k .
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Si Ni = ni − 1 > p, la distribución de Si es Wishart con Ni grados de libertad y parámetro
Σi

Ni
que indicaremos Si ∼ Wp(Ni, Σi/Ni). Luego, la densidad de Si es (Seber, 1984)

f(W ) =
1

Γp

(
Ni

2

)
|Σi|

Ni
2

(
Ni

2

)Ni p

2

etr
(
− Ni

2
Σ−1

i W
)
|W |

Ni−p−1

2 (2.7)

si W es definida positiva y 0 en otro caso, donde

Γp(y) = π
p(p−1)

4

p∏

j=1

Γ
[
y − 1

2
(j − 1)

]

es la función de gamma multivariada, y etr es función exponencial de la traza.

La función de verosimilitud de Σ1 . . .Σk dados S1 . . . Sk es, por lo tanto,

L(Σ1, . . . , Σk) = C ×
k∏

i=1

etr
(
−Ni

2
Σ−1

i Si

)
|Σi|−

Ni
2 (2.8)

donde la constante C no depende de los parámetros. Maximizar (2.8) es equivalente a minimizar

G(Σ1, . . . , Σk) = −2 log L + 2 log C =
k∑

i=1

Ni

[
tr(Σ−1

i Si) + log |Σi|
]

Si suponemos que el modelo HCPC es válido , y si β = (β1, . . . , βp), reemplazando obtenemos

G(β, Λ1, . . . , Λk) =
k∑

i=1

Ni

p∑

j=1

log(λij) +
βt

j Siβj

λij

.

Como esta minimización está restringida a que βt
i βi = 1 introducimos los multiplicadores de

Lagrange δi y para las p(p− 1)/2 condiciones βt
i βj = 0 los multiplicadores δij. Por lo tanto, la

función a minimizar será:

g(β, Λ1, . . . , Λk) =
k∑

i=1

Ni

p∑

j=1

log(λij) +
βt

j Siβj

λij

−
p∑

j=1

δj(β
t
j βj − 1)− 2

p∑

h<j

δhjβ
t
h βj (2.9)

Tomando las derivadas parciales con respecto de λim e igualando a cero resulta

Ni(
1

λim

− βt
mSiβm

λ2
im

) = 0 =⇒ λim = βt
mSiβm (2.10)

Lo que implica, para el máximo de la función de verosimilitud:

tr(Σ−1
i Si) = tr(βΛ−1

i βtSi) = tr(Λ−1
i βtSiβ) =

p∑

m=1

βt
mSiβm

λim
= p
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La ecuación (2.10) nos muestra que maximizar la verosimilitud es equivalente a buscar la matriz
β que haŕıa que βtSiβ sea una matriz diagonal y por lo tanto, a minimizar la función

Φ(β) =
k∏

i=1

[
det diag(βtSiβ)

det(βtSiβ)

]Ni

(2.11)

con β ∈ O(p), el grupo de matrices ortogonales de p×p alcance el valor mı́nimo “1”(desigualdad
de Hadamard).

Derivando (2.9) respecto de βj e igualando a cero se obtiene

k∑

i=1

Ni
Siβj

λij
− δjβj −

∑

h 6=j

δjhβh = 0 1 ≤ j ≤ p . (2.12)

A partir de (2.10) y (2.12), si se está bajo el supuesto que Xi1, . . . , Xini
son i.i.d. Xi ∼ Np(µi, Σi)

y que Σi cumplen el modelo CPC, es fácil deducir multiplicando (2.12) por βt
m, m 6= j que los

estimadores de máxima verosimilitud de β y de Λi, β̂ y Λ̂i, cumplen las siguientes ecuaciones:

β̂t
m

[
k∑

i=1

Ni
λ̂im − λ̂ij

λ̂imλ̂ij

Si

]
β̂j = 0 para 1 ≤ j, m ≤ p m 6= j (2.13)

β̂t
mβ̂j =

{
0 si m 6= j
1 si m = j

(2.14)

Λ̂i = diag
(
β̂tSiβ̂

)
(2.15)

Estas condiciones forman el sistema básico de ecuaciones en el análisis CPC y las mismas tienen
que ser resueltas bajo las restricciones de ortogonalidad de los β.

Bajo la hipótesis de HCPC, se puede esperar que el máximo de la función de verosimilitud sea
único.

Flury y Gautschi (1986) propusieron el algoritmo FG para resolver este sistema de ecuaciones,
el cual se describirá en el Caṕıtulo 3.
Debido a la equivalencia con el problema de minimización (2.11) sobre el conjunto compacto
O(p) podemos afirmar que el máximo de la función existe.

Asumiendo por el momento que los estimadores de máxima verosimilitud de β = (β1, . . . , βp)
y λij son únicos, el estimador de máxima verosimilitud de Σ queda

Σ̂i = β̂Λ̂iβ̂ i = 1, . . . , k . (2.16)

El máximo de la función de verosimilitud se obtiene de (2.8) como

L(Σ̂1, . . . , Σ̂k) = C ×
k∏

i=1

exp
(
−pNi

2

) ∣∣∣Σ̂i

∣∣∣
−Ni/2

(2.17)
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y el máximo irrestricto es

L(S1, . . . , Sk) = C ×
k∏

i=1

exp
(
−pNi

2

)
|Si|−Ni/2 . (2.18)

Por lo tanto, el logaritmo de la razón de los estimadores de verosimilitud para testear HCPC

queda

X2
CPC = −2 log

L(Σ̂1, . . . , Σ̂k)

L(S1, . . . , Sk)
=

k∑

i=1

Ni log

∣∣∣Σ̂i

∣∣∣
|Si|

(2.19)

Bajo la hipótesis nula, X2
CPC tiene distribución asintótica chi–cuadrado con (k− 1)p grados de

libertad, como se deduce de la teoŕıa del cociente de verosimilitud, (Rao, 1973).

2.1.4. Teoŕıa asintótica

La distribución asintótica para los estimadores de máxima verosimilitud β̂ y Λ̂i bajo el mo-
delo CPC se puede encontrar en Flury (1984). A continuación daremos un breve resumen
de las mismas. Los estimadores de β y de Λi tienden en distribución a una normal por la
teoŕıa de máxima verosimilitud. También usaremos el hecho de que la matriz de covarianza
de los estimadores de máxima verosimilitud está dada en forma aproximada por la inversa de
la matriz de información de Fisher. El problema es que la matriz ortogonal β contiene solo
p(p − 1)/2 parámetros independientes, lo que no posibilita el cálculo directo de la matriz de
información. Supondremos que los p autovalores de Σi son todos distintos. De (2.8) tenemos
que el logaritmo de la función de verosimilitud es

−1

2

k∑

i=1

Ni

p∑

j=1

(
log(λij) +

βt
j Siβj

λij

)
(2.20)

Sean λ(i) = (λi1, . . . , λip)
t, s = p(p− 1)/2 y β∗ un vector compuesto de s elementos funcional-

mente independientes que determinan β . Llamemos N = N1 + . . .+Nk y ri = Ni/N . Entonces
la matriz de información es:

λt
(1) λt

(2) . . . λt
(k) β∗t

λ(1)
1
2
Nr1Λ

−2
1 0 . . . 0

λ(2) 0 1
2
Nr2Λ

−2
2 . . . 0

...
...

... nGt

λ(k) 0 0 . . . 1
2
NrkΛ

−2
k

β∗ NG NA

(2.21)
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donde A y G todav́ıa no fueron determinados.

Como β̂ es un estimador consistente de β, la distribución asintótica de β̂t
[√

ni(Si − Σi)
]
β̂

es la misma que la distribución asintótica βt
[√

ni(Si − Σi)
]
β. Por lo tanto, el vector aleato-

rio
√

Ni(λ̂(i) − λ(i)) tiene la misma distribución asintótica que los elementos diagonales de√
Ni(β

tSiβ−Λi). Usando que βtSiβ ∼ Wp(Ni, Λi/Ni), de la teoŕıa de las matrices de Wishart

(Muirhead, 1982) se deduce que los p elementos de
√

Ni(λ̂(i) − λ(i)) son asintóticamente nor-

males e independientes con media cero y varianza 2λ2
ij. Además, los vectores

√
Ni(λ̂(i) − λ(i)),√

Nh(λ̂(h) − λ(h)) (h 6= i) son asintóticamente independientes, dado que las matrices Si son
independientes.

De (2.21), y suponiendo que ri permanece constante al tender mı́n(Ni) a infinito, la distribución
conjunta asintótica de los k vectores

√
N(λ̂(i) − λ(i)) es N(0, Vλ) con Vλ dada por

Vλ =







1
2
r1Λ

−2
1 . . . 0

...
...

0 . . . 1
2
rkΛ

−2
k


−GtA−1G




−1

(2.22)

donde se utilizó la fórmula para la inversa de una matriz particionada. Por otra parte, por lo
discutido anteriormente, Vλ es una matriz diagonal en bloques donde la diagonal está compuesta
de k bloques de la forma 2r−1

i Λ2
i . Teniendo en cuenta que en el máximo de la verosimilitud la

matriz A es definida positiva, se deduce que G = 0 y por lo tanto, los estimadores de λij son

asintóticamente independientes de β̂.

El siguiente teorema, resume los resultados anteriores.

Teorema 1 . Las pk variables aleatorias
√

Ni(λ̂ij−λij) tienen distribución asintótica N(0, 2λ2
ij),

si (mı́n Ni →∞), independientes entre śı y de β̂.

Ahora busquemos la distribución asintótica de β̂. De la función de verosimilitud (2.20) se deduce
que la matriz NA se puede escribir como la suma de k matrices N1A1, . . . , NkAk donde NiAi

está asociada con la i−ésima muestra. Más aún, la matriz NiAi es exactamente igual a la matriz
que se obtendŕıa si hubiera una única muestra. De la sección 2.1.2 sabemos que, en el caso de
una sola muestra k = 1, los autovectores de Si son los estimadores de máxima verosimilitud de
β. La matriz de covarianza asintótica de

√
N(β̂−β), como se obtendŕıa en el caso de la i-ésima

muestra, sale del siguiente Teorema que se encuentra en Flury (1988).

Teorema 2 . Sea S una matriz aleatoria simétrica de p×p, con distribución Wp(n, Σ/n) donde
Σ es simétrica y definida positiva. Sea S = BLBt y Σ = βΛβt la descomposición espectral de
S y Σ, L = diag(l1, . . . , lp) Λ = diag(λ1, . . . , λp). Supongamos que todos los autovalores de Σ
son distintos, λ1 > . . . > λp. Entonces
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a) La distribución asintótica de

√
n




l1 − λ1
...

lp − λp


 (2.23)

es normal p−variada con media cero y matriz de covarianza diag(2λ2
1, . . . , 2λ

2
p). Más aún,

{lj : 1 ≤ j ≤ p} son asintóticamente independientes de B.

b) La distribución asintótica de
√

n vec(B − β) es normal p2−variada (singular) con espe-
ranza cero y matriz de covarianza VB dada por

VB =




β 0 . . . 0
0 β . . . 0
...

...
0 0 . . . β




VE




βt 0 . . . 0
0 βt . . . 0
...

...
0 0 . . . βt




=




βV11β
t . . . βV1pβ

t

...
...

βVp1β
t . . . βVppβ

t




=




p∑

j=1,j 6=1

θ1jβjβ
t
j −θ12β2β

t
1 . . . −θ1pβpβ

t
1

...
...

−θ21β1β
t
2

p∑

j=1,j 6=2

θ2jβjβ
t
j . . . −θ2pβpβ

t
2

...
...

...

−θp1β1β
t
p −θp2β2β

t
p

p∑

j=1,j 6=p

θpjβjβ
t
j




con

θhj =





0 h = j

λhλj

(λh − λj)2
h 6= j

Por lo tanto, las matrices VB para cada una de las muestras, que indicaremos Vi, serán iguales
a

Vi =




p∑

j=1,j 6=1

θ
(i)
1j βjβ

t
j −θ

(i)
12 β2β

t
1 . . . −θ

(i)
1p βpβ

t
1

−θ
(i)
21 β1β

t
2

p∑

j=1,j 6=2

θ
(i)
2j βjβ

t
j . . . −θ2pβpβ

t
2

...
...

...

−θ
(i)
p1 β1β

t
p −θ

(i)
p2 β2β

t
p . . .

p∑

j=1,j 6=p

θ
(i)
pj βjβ

t
j




(2.24)
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con

θ
(i)
hj =





0 h = j

r−1
i

λihλij

(λih − λij)2
h 6= j

El problema con las matrices Vi es la singularidad lo que nos impide invertirlas directamente.
Sin embargo, tienen una propiedad destacable la cual se enuncia en el siguiente Lema.

Lema 2 . Las p2 × p2 matrices Vi definidas en (2.24) pueden ser diagonalizadas por la misma
matriz ortogonal.

Es decir que la propiedad de las Σi de tener autovectores idénticos es heredada por las Vi. Este
lema se demuestra probando que ViVm=VmVi para todos los pares (i, m) usando la equivalencia
de diagonalización simultánea y conmutatividad.

Los autovectores y autovalores de Vi se obtienen del siguiente Lema.

Lema 3 . Los s = p(p − 1)/2 autovalores normalizados de Vi asociados con los autovalores
positivos están dados como sigue: para cada par (j, h) tal que 1 ≤ j < h ≤ p, hay un autovector
que tiene βh

√
2 en la posición j y −βj

√
2 en la posición h. El resto de los elementos son ceros

y el autovalor asociado es 2θ
(i)
jh

Para encontrar la distribución asintótica de β̂, la clave es diagonalizar las matrices Vi simultánea-
mente, reduciendo de esa manera el problema de matrices de dimensión p2 × p2 a matrices de
dimensión s × s. Esto significa que los s parámetros β∗ funcionalmente independientes son
elegidos de forma tal que las matrices de información Ni Ai sean diagonales simultáneamente.

Por el Lema 3 existe una matriz ortogonal H = (H1, H2), de p2×p2, con H1 de dimensión p2×s
tal que

HtViH =

[
Γi 0
0 0

]
, i = 1, . . . , k

y tal que la matriz Γi es diagonal. Los elementos de Γi son los s autovalores no nulos de Vi y
las s columnas de H1 son los autovectores asociados, es decir,

Γi = 2diag(θ
(i)
12 , θ

(i)
13 , . . . , θ

(i)
p−1,p)

H1 = (h12, h13, . . . , hp−1,p)

donde hjm está definido en el Lema 3. Para los s parámetros funcionalmente independientes
β∗ = Ht

1 vecβ, la información para la i-ésima muestra es

N riAi = 2 N
[
diag(θ

(i)
12 , θ

(i)
13 , . . . , θ

(i)
p−1,p)

]−1
.
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La suma de estas k matrices de información es:

NA = N
k∑

i=1

riAi = 2Ndiag

(
k∑

i=1

θ
(i)
12

−1
, . . . , θ

(i)
p−1,p

−1
)

= 2Ndiag
(
θ−1
12 , . . . , θ−1

p−1,p

)
(2.25)

donde

θjm =

[
k∑

i=1

θ
(i)
jm

−1
]−1

, j 6= m (2.26)

es la media armónica de θ
(1)
jm a θ

(k)
jm.

La inversa de A representa la matriz de covarianza asintótica del vector aleatorio
√

nHt
1 vec(β̂ − β).

Transformando para obtener β̂, obtenemos la matriz de covarianza asintótica de
√

n vec(β̂−β),

Vβ = H

[
A−1 0
0 0

]
Ht = H1A

−1Ht
1 = 2

∑

1≤j<m≤p

θjmhjmht
jm .

Escribiendo a los vectores hjm en términos de βj y βm como se indica en el Lema 3, obtenemos

Vβ = θ12




β2β
t
2 −β2β

t
1 0 . . . 0

−β1β
t
2 β1β

t
1 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 0 0 . . . 0




+ θ13




β3β
t
3 0 −β3β

t
1 . . . 0

0 0 0 . . . 0
−β1β

t
3 0 −β1β

t
1 . . . 0

...
...

...
...

0 0 0 . . . 0




+ . . .

+ θp−1,p




0 . . . 0 0
...

...
...

0 . . . βpβ
t
p −βpβ

t
p−1

0 . . . −βp−1β
t
p βp−1β

t
p−1




.

Estos resultados se resumen en el siguiente Teorema.

Teorema 3 La distribución asintótica de
√

N vec(β̂ − β) es normal con media cero y matriz
de covarianza Vβ dada por
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β̂t
1 β̂t

2 . . . β̂t
p

β̂1

p∑

j=1,j 6=1

θ1jβjβ
t
j −θ12β2β

t
1 . . . −θ1pβpβ

t
1

β̂2 −θ21β1β
t
2

p∑

j=1,j 6=2

θ2jβjβ
t
j . . . −θ2pβpβ

t
2

...
...

...
...

β̂p −θp1β1β
t
p −θp2β2β

t
p . . .

p∑

j=1,j 6=p

θpjβjβ
t
j

donde los θjm están definidos como en (2.26) y los βj son los autovectores en común de las k
matrices Σi.



Caṕıtulo 3

Métodos Numéricos: Algoritmo FG

3.1. Algoritmo de Jacobi

El método más antiguo para la diagonalización de matrices simétricas fue creado por Jacobi
(1846). Sea A = (amj) la matriz simétrica de p × p que queremos diagonalizar y sea = BLB′

su descomposición espectral. El método de Jacobi consiste en pre y post multiplicar la matriz
A por una secuencia de matrices ortogonales que vayan eliminando los elementos fuera de la
diagonal. Estas matrices representan rotaciones ortogonales que se denominan rotaciones de
Jacobi y son de la forma:

J = J(m, j, θ) =




1 . . . 0 0
...

...
0 . . . c . . . −s . . .

...
...

0 . . . s . . . c . . .
...

...
0 . . . 1




m

j

donde c = cos θ y s = sin θ. La matriz de Jacobi es esencialmente una matriz diagonal de p× p
donde los elementos (m, m), (m, j), (j, m), (j, j) se reemplazaron por c, −s, s y c, respectiva-
mente.

Veamos como se debe elegir θ de forma que se vayan eliminando los elementos no diagonales de
A. Dados m, j 1 ≤ m < j ≤ p, consideremos la transformación H = JtAJ con J = J(m, j, θ).
La matriz H tiene los mismos elementos que la matriz A salvo en las filas y columnas m, j

hmm = c2amm + s2ajj + 2c samj (3.1)

hjj = c2ajj + s2amm − 2c samj (3.2)

31



3. Métodos Numéricos: Algoritmo FG 32

hmj = hjm = (c2 − s2)amj + c s (ajj − amm) (3.3)

Llamemos t = tan(θ) = s/c. Como el objetivo es que los elementos no diagonales sean nulos
igualamos (3.3) a 0 y dividimos la igualdad por c2. Si suponemos que amj 6= 0, obtenemos

hmj/c
2 = (1− t2)amj + t(ajj − amm) = 0 ⇔ (1− t2) + t

ajj − amm

amj

= 0⇔

t2 +
amm − ajj

amj

t− 1 = 0

Las 2 ráıces reales t1, t2 solución de esta ecuación, cumplen que t1t2 = −1, por lo tanto los
ángulos de rotación correspondientes θ1 y θ2 difieren en π/2. La ráız que se suele elegir es la
que cumple que |θ| = | tan−1(t)| ≤ π/4.

Como medida de desv́ıo de la matriz A respecto de la diagonalidad, se toma la suma de cuadra-
dos de los elementos no diagonales,

off(A) = 2
∑

1≤m<j≤p

a2
mj

Si la matriz A es diagonal off(A)=0. Se compara entonces off(A) con off(JtAJ) = off(H),
donde J = J(m, j, θ)

off(A)− off(H) = h2
mm + h2

jj − a2
mm − a2

jj .

Como h2
mm + h2

jj + 2hmj = a2
mm + a2

jj + 2mmj se obtiene off(A)− off(H) = 2(a2
mj − h2

mj). Por lo
tanto, la reducción máxima se obtiene si se elige el ángulo de rotación θ tal que hmj = 0. Más
aún, con una única rotación de Jacobi J(m, j, θ) la suma de elementos no diagonales se puede
reducir en 2a2

mj.

El procedimiento de ir anulando los elementos no diagonales iterativamente, es el que se conoce
como el Algoritmo de iteración clásico de Jacobi. En cada paso, se eligen los ı́ndices m y j
correspondientes al máximo |amj|, logrando aśı la máxima reducción posible en cada paso. Es
evidente que cada paso de anulación de elementos no diagonales, puede destruir algunos de los
ceros no diagonales introducidos en los pasos anteriores, y el proceso debe iterarse hasta que
off(A) < ε con ε suficientemente chico. En el libro de Golub y Van Loan (1983, pp. 297-298) se
puede encontrar una discusión de la convergencia del método .

Para evitar la búsqueda del máximo valor absoluto no diagonal entre los (p−1)p/2 elementos no
diagonales, se pueden elegir los pares de rotación ciclicamente, por ejemplo, en el orden (1, 2),
(1, 3), . . ., (1, p), (2, 3),. . ., (p− 1, p). Cada conjunto de (p− 1)p/2 rotaciones de este esquema
ćıclico se denomina un sweep (barrido). Aunque con el método de Jacobi ćıclico se desperdicia
tiempo anulando elementos que son ceros o cercanos a cero, las propiedades de convergencia
son tan buenas como las del método clásico y se ahorra tiempo al no necesitar ordenar los
elementos no diagonales (ver Golub y Van Loan , 1983, pp. 299-300).

El algoritmo FG es una generalización del método de Jacobi ćıclico. Una demostración de la
convergencia del método puede verse en Flury (1988).



3. Métodos Numéricos: Algoritmo FG 33

3.2. Algoritmo FG

El algoritmo FG se utiliza para resolver el sistem básico de ecuaciones del análisis CPC.

Sea F una matriz simétrica definida positiva, en lugar de off(F ) como medida de la desviación
de F de la diagonalidad, usaremos:

ϕ(F ) =
det(diag(F ))

det(F )

la cual fue mencionada al definir los estimadores de máxima verosimilitud bajo el modelo CPC.

Por la desigualdad de Hadamard, det(A) ≤ det(diag(A)) con A simétrica y definida positiva,
por lo tanto ϕ(F ) ≥ 1 con igualdad si F es diagonal. Además ϕ(A) es monótona creciente a
medida que F es “inflada” de diag(F ) a F . Esto es lo que se enuncia en el siguiente Lema cuya
demostración se puede encontrar en Flury (1988).

Lema 4 . Sea F = fmj una matriz simétrica, definida positiva de dimensión p× p, entonces

d(α) = det




f11 αf12 . . . αf1p

αf21 f22 . . . αf2p
...

...
...

αfp1 αfp2 . . . fpp




es una función decreciente de α para α ∈ [0, 1]. Si F no es diagonal entonces, d(α) es estricta-
mente decreciente.

Consideremos el caso de k matrices simétricas definidas positivas F1, . . . , Fk y pesos positivos
n1, . . . , nk. Se define como medida simultánea de desviación de la diagonal de las matrices
F1, . . . , Fk con pesos n1, . . . , nk a la función

Φ(F1, . . . , Fk; n1, . . . , nk) =
k∏

i=1

[ϕ(Fi)]
ni

Sea Fi = BtAiB es decir Ai = BFiB
t para una matriz ortogonal B. Definamos

Φ0(A1, . . . , Ak; n1, . . . , nk) = mı́n
B∈O(p)

Φ(BtA1B, . . . , BtAkB; n1, . . . , nk)

como medida de diagonalización simultánea de A1, . . . , Ak, donde O(p) es el grupo de matrices
ortogonales de p × p. Φ0 ≥ 1, y la igualdad se va a alcanzar si las matrices Ai se pueden
diagonalizar simultaneamente por la misma transformación ortogonal. En la sección 2.1.3, se
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mostró que la matriz B0 = (b1, . . . , bp) ∈ O(p), para la cual se obtiene el mı́nimo, verifica el
siguiente sistema de ecuaciones

btm

(
k∑

i=1

ni
λim − λij

λimλij
Ai

)
bj = 0 1 ≤ m < j ≤ p (3.4)

donde
λih = bth Aibh 1 ≤ i ≤ k 1 ≤ h ≤ p . (3.5)

El algoritmo FG resuelve estas ecuaciones iterativamente minimizando la función Φ. El mı́nimo
de Φ siempre existe dado que el conjunto de las matrices ortogonales de orden p es compacto.
Por esta misma razón, el máximo también existe y la matriz B para la cual se alcanza el máximo
cumple también las ecuaciones (3.4) y (3.5). Esto es importante en la elección del punto inicial
del algoritmo. Otros puntos cŕıticos del sistema (3.4) y (3.5) podŕıan además existir.

El algoritmo FG se compone de 2 algoritmos separados que se denominan F y G, respectiva-
mente, los cuales minimizan Φ por iteraciones en 2 niveles.

En el nivel más externo (nivel F), cada par (bm, bj) de vectores de la aproximación de B a la
solución B0 es rotada para que las correspondientes ecuaciones (3.4) se satisfagan. Cada barrido
(sweep) del algoritmo F se compone de las rotaciones ćıclicas de todos los p(p− 1)/2 pares de
columnas de B.

En el nivel interno (nivel G), se busca por iteraciones una matriz ortogonal de 2×2 que resuelva
un sistema de dimensión 2 análogo al (3.4). Esta matriz determina la rotación de un par de
vectores que están siendo ajustados en el nivel F.

3.2.1. El algoritmo F

Indiquemos por Φ(B) = Φ(BtA1B, . . . , BtAkB; n1, . . . , nk) la desviación simultanea de
BtA1B, . . . , BtAkB de la diagonal como función de B, considerando Ai y ni, 1 ≤ i ≤ k fijos.
El algoritmo F produce una sucesión convergente de matrices ortogonales B(0), B(1), . . . tales
que Φ(B(f+1)) ≤ Φ(B(f)).

A continuación se detallan los pasos del algoritmo:

Paso F0: Sea B = (b1, . . . , bp) ∈ O(p) una aproximación inicial a la matriz ortogonal que
minimiza Φ, se puede tomar B ← Ip, Inicializamos f = 0.

Paso F1: Asignar B(f) ← B f ← f + 1.

Paso F2: Repetir los pasos F21 a F23, en orden ćıclico, para todos los pares (m, j) con 1 ≤ m < j ≤ p

Paso F21: Asignar Ti(2× 2)← (bm, bj)
tAi(bm, bj), (i = 1, . . . , k).
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Paso F22: Ejecutar el algoritmo G sobre (T1, . . . , Tk) con pesos (n1, . . . , nk) para obtener
una matriz ortogonal de 2× 2

J =

(
cos α − sin α
sin α cos α

)

Paso F23: Rotar las columnas bm y bj de B por el ángulo α, es decir, asignar B ← BJ ,
donde J = J(m, j, α) es una matriz de rotación de Jacobi.

Paso F3: Si para algún εF > 0,
∣∣∣Φ
(
B(f−1)

)
− Φ(B)

∣∣∣ < εF , terminar. Sino, comenzar el siguien-
te barrido en F1.

3.2.2. El algoritmo G

Este algoritmo resuelve la ecuación

qt1

(
k∑

i=1

ni
δi1 − δi2

δi1δi2

Ti

)
q2 = 0 (3.6)

donde T1, . . . , T2 son matrices definidas positivas de 2× 2, ni > 0 son constantes positivas

δij = qti Tiqj i = 1, . . . , k j = 1, 2 (3.7)

y Q = (q1, q2) es la matriz ortogonal de 2× 2 buscada. Las iteraciones del algoritmo producen
una serie de matrices ortogonales Q(0), Q(1), . . . que convergen a una solución de (3.6).

Los pasos del algoritmo son los que se dan a continuación:

Paso G0: Se define Q de 2×2 como una aproximación inicial a la solución de (3.6), por ejemplo,
Q← I2. Se inicializa g ← 0.

Paso G1: Asignar Q(g) ← Q y g ← g + 1.

Paso G2: Calcular δij dados en (3.7) usando la matriz Q actual. Asignar

T (2× 2)←
k∑

i=1

ni
δi1 − δi2

δi1δi2
Ti

Paso G3: Calcular la matriz ortogonal que diagonaliza T
(

c −s
s c

)

donde c = cos α, s = sin α, eligiendo la solución para la cual |α| ≤ π/4. Asignar

Q←
(

c −s
s c

)
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Paso G4: Si ‖Q(g−1) − Q‖ < εG, donde ‖.‖ indica una norma matricial y εG es una constante
positiva pequeña, parar. En otro caso, comenzar otra iteración en G1.

La idea de utilizar dos algoritmos y la conexión con (3.4) puede verse en Flury (1988, pp.
182-183).



Caṕıtulo 4

Medidas de Robustez

4.1. Función de Influencia

La función de influencia (IF) fue definida por Hampel (1968, 1974) para investigar el compor-
tamiento infinitesimal de funcionales reales T (G). Aunque la IF es principalmente una herra-
mienta heuŕıstica, tiene una interpretación intuitiva ya que mide la alteración de un estimador
provocada al agregar a una muestra grande, una nueva observación en el punto x. Para profun-
dizar sobre este tema se puede consultar Hampel (1986).

La definición de función de influencia de un estimador usa la relación entre un estimador y el
funcional asociado. Se dice que un estimador Tn está asociado a un funcional T (F ) si depende
de la muestra a través de la distribución emṕırica: Tn = T (Fn).

Definición. La función de influencia, IF : IRm → IRp, del funcional T en F se define puntual-
mente por

IF(x; T, F ) = ĺım
ε→0

T ((1− ε)F + ε∆x)− T (F )

ε
(4.1)

para los puntos x ∈ χ ⊂ IRm donde el limite exista, siendo ∆x la distribución discreta en el
punto.

La función de influencia verifica las siguientes propiedades:

1. El valor esperado en F de IF es cero,
∫

IF(x; T, F )dF (x) = 0.

2. Para G “próxima”a F se puede usar la aproximación de primer orden de von Mises de
T en F , T (G) ' T (F ) +

∫
IF(x; T, F )dG(x), (Mallows (1975) estudió términos de orden

superior).

37
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En particular, se tiene el desarrollo

Tn = T (Fn) ' T (F ) +
∫

IF(x; T, F )dFn(x) = T (F ) +
1

n

n∑

i=1

IF(xi; T, F )

3. Si X1, . . . , Xn son i.i.d. Xi ∼ F , entonces
√

n(Tn − T (F )) es asintóticamente normal con
media cero y matriz de covarianza dada por

V(T, F ) = ĺım
n→∞

nVar(Tn) =
∫

IF(x; T, F )IF(x; T, F )tdF (x) .

4. Si β(θ) es una transformación de los parámetros, β : Θ ⊂ IRp → β(Θ) ⊂ IRk, con matriz
Jacobiana B(θ) = ∂β(θ)/∂θ y β(Tn) es un estimador de β(θ) entonces, IF(x; β(T ), F ) =
B(T (F ))IF(x; T, F ) y V(β(T ), F ) = B(T (F ))V(T, F )B(T (F ))t

Estas propiedades se pueden verificar utilizando las derivadas de Gateaux, cuya definición
está en Hampel (1986).

4.1.1. Medidas derivadas de la función de influencia

Desde el punto de vista de la robustez hay por lo menos 3 valores calculados a partir de la IF
los cuales fueron introducidos por Hampel (1968, 1974).

El primero y el más importante es la sensibilidad a errores groseros, la cual se define
como el supremo de la IF sobre los valores que puede tomar x y sobre los cuales la
función está definida

γ∗ = sup
x
‖IF(x; T, F )‖ .

Este valor da una aproximación del máximo efecto que podrá causar una pequeña con-
taminación sobre el estimador. Es una acotación superior del sesgo asintótico del mismo.
Una propiedad deseable es que los estimadores tengan γ∗(T, F ) acotada, en cuyo caso se
dice que el funcional T es B-robusto (bias) en F (Rousseeuw, 1981a). Fijar una cota sobre
γ∗(T, F ) es el primer objetivo para obtener un estimador robusto, lo cual en general se
contradice con el objetivo de eficiencia asintótica. Por lo tanto, se buscarán estimadores
B-óptimos que no puedan ser mejorados simultáneamente con respecto a γ∗ y a V(T, F ).
En la mayoŕıa de los casos existirá un valor positivo de γ∗ para los estimadores Fisher
consistentes (T (Fθ) = θ).

La segunda medida está relacionada con pequeños cambios en las observaciones. El esti-
mador se modifica con los cambios en las observaciones, estos cambios se pueden deber a
errores en las mediciones o redondeos que no deberán afectar demasiado a los estimadores.
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El efecto de considerar una observación y en vez de la observación x se puede medir por
IF(y; T, F )− IF(x; T, F ), con y en alguna vecindad de x. El efecto estandarizado de mo-
verse alrededor de x puede ser descripto aproximadamente por una diferencia normalizada
o simplemente por la pendiente de IF en el punto. Una medida del peor cambio alrededor
de un punto seŕıa la sensibilidad a cambios locales dada por

λ∗ = sup
x 6=y

‖IF(y; T, F )− IF(x; T, F )‖
‖x− y‖

Un viejo concepto de robustez rechazaba los outliers por completo, los estimadores con
esta propiedad datan de la época de Bernoulli en 1769 (ver Stigler, 1980). En el sentido
de las función de influencia, esto significa que IF se anula fuera de cierta región. De
hecho, si IF es idénticamente cero en alguna región, la contaminación en dichos puntos no
tendrá ningún efecto. Si la distribución subyacente F es simétrica (y poniendo el centro
de simetŕıa en cero), podemos definir el punto de rechazo como

ρ∗ = inf{r > 0 : IF(x; T, F ) = 0 ‖x‖ > r}

Si no existe dicho r, entonces ρ∗ es ∞. Todos los puntos con norma mayor a ρ∗ son
rechazados. Una caracteŕıstica deseable es que ρ∗ sea acotado.

4.1.2. Funciones de Influencia Parcial

Las funciones de influencia parcial fueron introducidas por Pires y Branco (2002) para genera-
lizar el concepto de función de influencia de una muestra al caso de varias muestras. Aunque
la función de influencia ya hab́ıa sido utilizada para estimadores que depend́ıan de más de una
muestra por Campbell (1978), Radhakrishan and Kshirsagar (1981), Radhakrishan (1983) y
Hampel (1986), Pires y Branco (2002) dieron la definición precisa de la misma.

Definición. Llamemos F al producto F = F1 × . . . × Fk. Las funciones de influencia parcial
del funcional T (F ) se definen como

PIFi0(x; T, F ) = ĺım
ε→0

T (Fx,ε,i0)− T (F )

ε

donde
Fx,ε,i0 = F1 × F2 × . . .× Fi0−1 × Fi0,ε,x × Fi0+1 . . . Fk

con Fi0,ε,x = (1− ε)F + ε ∆x.

En analoǵıa a la función de influencia, las cuatro propiedades nombradas para ésta siguen siendo
válidas.
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1. El valor esperado en Fi de PIFi es cero,
∫

PIFi(x; T, F )dFi(x) = 0.

2. Para el caso k=2, el desarrollo de von Mises del funcional es

T (G1, G2) ' T (F1, F2) +
∫

PIF1(x; T, F )dG1(x) +
∫

PIF2(x; T, F )dG2(x) .

En particular, para las distribuciones emṕıricas F1,n1 , F2,n2 (con n1 y n2 observaciones
respectivamente)

T (F1,n1 , F2,n2) ' T (F1, F2) +
∫

PIF1(x; T, F )dF1,n1(x) +
∫

PIF2(x; T, F )dF2,n2

= T (F ) +
1

n1

n1∑

i=1

PIF1(x1i; T, F ) +
1

n2

n2∑

i=1

PIF2(x2i; T, F )

3. Si xij, 1 ≤ j ≤ ni son i.i.d. xij ∼ Fi, independientes entre śı, entonces√
(n1 + n2)(T (F1,n1, F2,n2)−T (F )) es asintóticamente normal con esperanza cero y matriz

de covarianza dada por

V(T, F ) = ĺım
n1+n2→∞

n1
n2

=w

(n1 + n2)Var(T (F1,n1, F2,n2))

= ĺım
n1+n2→∞

n1
n2

=w

(n1 + n2)
n1Var(PIF1)

n2
1

+ (n1 + n2)
n2Var(PIF2)

n2
2

=
1

w1

V1 +
1

w2

V2

con w1 = 1− w2 = n1/(n1 + n2) y Vi =
∫

PIFi(x; T, F )PIFi(x; T, F )tdFi(x).

4. La propiedad referente a transformaciones también es válida reemplazando IF por PIFi

En Pires y Branco (2002), se muestra que el siguiente desarrollo es válido bajo condiciones de
regularidad del funcional T

N
1
2{T (FN)− T (F )} =

k∑

i=1

1

(τini)
1
2

ni∑

j=1

PIF(xij, T, F ) + op(1)

donde FN representa la distribución empirica de k muestras independientes xij, 1 ≤ j ≤ ni,
1 ≤ i ≤ k. Por lo tanto, la varianza asintótica de los estimadores puede ser evaluada por

asvar(T, F ) =
k∑

i=1

τ−1
i EFi

(
PIF(xij, T, F )PIF(xij, T, F )t

)

Boente, Pires y Rodrigues (2002) obtuvieron la función de influencia para los estimadores plug–
in bajo el modelo CPC, es decir, al utilizar matrices de escala robusta en lugar de las matrices
de covarianza clásica en las ecuaciones de máxima verosimilitud para el caso normal.
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4.2. Estimadores Robustos de Posición y Escala Multi-

variados

Para poder encontrar estimadores robustos de las componentes principales, Maronna (1976) y
Campbell (1980) propusieron usar M–estimadores de la matriz de escala en las ecuaciones que
las definen en lugar de las matrices de covararianza muestrales.

4.2.1. M–estimadores

En el caso univariado, se define como M–estimador de posición a la solución µ̂ de una ecuación
de la forma:

n∑

i=1

Ψ
(

xi − µ

s

)
= 0 (4.2)

donde s es un estimador de escala robusto para x. Las distintas propuestas surgen de la selección
de Ψ. Huber (1964) propuso como estimador robusto para µ̂ al que corresponde a la función de
escores

ΨH,a(x) =





−a si x < −a
x si |x| < a
a si x > a

donde a se elige de modo que el estimador resultante tenga una eficiencia del 95% respecto del
de máxima verosimilitud. En el caso normal, el valor de a es cercano a 1.5. Con esta función
Ψ, (4.2) debe ser resuelto iterarivamente.

Los M–estimadores propuestos por Maronna (1976), Huber (1977a, b) son solución iterada del
sistema

t(k+1) = t(k+1)(X) =

n∑

i=1

w1(D
(k)
i )xi

n∑

i=1

w1(D
(k)
i )

(4.3)

V (k+1) = V (k+1)(X) =
1

n

n∑

i=1

w2(D
(k)
i )(xi − t(k))(xi − t(k))t (4.4)

donde D
(k)
i =

(
(xi − t(k))tV (k)−1

(xi − t(k))
)1/2

es la distancia de Mahalanobis de la i−ésima
observación.
Una posible elección de las funciones de peso son las funciones de peso asociadas a la función
de Huber, w1(t) = ΨH,a/t, o sea,

w1(D) = wH(D) = I(D ≤ a) + (a/D)I(D > c)
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y
w2(D

2) = {w1(D)}2 /c

con c una constante para que el estimador resulte Fisher–consistente, a =
√

χ2
d(β) y β = 0,90.

Para las simulaciones el estimador de escala se divide por el factor 0,9363 para que resulte
consistente bajo normalidad.
El problema de los M–estimadores con función de peso asociada a una función de scores
monótona, es que su punto de ruptura disminuye al aumentar la dimensión del espacio siendo
siempre inferior a 1/(p + 1) (con p la dimensión del espacio) si la función de escores asociada
a la función de peso es monótona. Para resolver este problema se introdujeron otras familias
de estimadores robustos entre las que podemos mencionar el estimador de elipsoide de mı́nimo
volumen (Rousseeuw y van Zomeren, 1990), el de mı́nimo determinante (MCD, Rousseeuw,
1985), el de Donoho (1982)–Stahel (1981) y los S-, MM- y τ−estimadores (Lopuhaä, 1990).
Todas estas propuestas pueden alcanzar un punto de ruptura igual a 1

2
. Entre ellos, sólo el de

elipsoide de mı́nimo volumen converge a una tasa menor, n
1
3 , mientras que los otros convergen

a una tasa del orden de
√

n.

4.2.2. Estimador MCD

Recientemente, Croux y Haesbroeck (2000) usaron estimadores con punto de ruptura positivo
como el método del determinante de minima covarianza (MCD) (Rousseeuw 1984) y estimadores
S (Davies 1987, Rousseeuw and Leroy 1987) para definir componentes principales robustas. El
estimador MCD tiene punto de ruptura cercano a 1/2 en cualquier dimensión pero tiene poca
eficiencia bajo el modelo normal. Se define como la media y la matriz de covarianza de las h
observaciones de una submuestra de tamaño h cuya matriz de covarianza muestral minimiza
el determinante. El valor de h se elige igual a un valor entre el 50% y el 75% del tamanño de
muestra total.

4.2.3. Estimador de Stahel-Donoho

El estimador de Stahel-Donoho fue el primer estimador robusto equivariante de posición y
escala con un punto de ruptura alto en cualquier dimensión. El estimador se define como el
promedio ponderado y la matriz de covarianza ponderada, donde el peso asignado a cada punto
es función de una medida de atipicidad del mismo. Aśı, los puntos con medida de atipicidad
grande reciben pesos chicos. La medida se basa en la idea de que si un punto es un dato
multivariado at́ıpico, entonces debe existir una proyección unidimensional en la cual sea un
outlier. Sea X={ x1, . . . , xn } un conjunto de n puntos en IRp. Sean m y s estimadores de
posición y dispersión univariada. Se define para todo y ∈ IRp la atipicidad r como

r(y, X) = sup
a∈IRp

, a 6=0

r1(y, a, X) (4.5)
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donde

r1(y, a, X) =
|aty −m(atX)|

s(atX)
(4.6)

Sea w una función de peso R+ → R+, el estimador Stahel-Donoho (SDE) de posición y disper-
sión (t(X), V (X)) se define como

t = t(X) =

n∑

i=1

wixi

n∑

i=1

wi

(4.7)

V = V (X) = β

n∑

i=1

wi(xi − t)(xi − t)t

n∑

i=1

wi

(4.8)

con wi = w(r(xi, X)) y β una constante de calibración para obtener Fisher–consistencia.

Los estimadores de posición y escala multivariados resultan ser af́ın equivariantes si los esti-
madores univariados m y s lo son. Por otra parte, si deseamos estimadores Fisher–consistentes
cuando xi ∼ Np (0, Ip), la constante β debe elegirse igual a

β =
p E (w (Wp))

E (w (Wp)Wp)
,

donde Wp ∼ χ2
p.

Stahel (1981) mostró que (t, V ) tiene un punto de ruptura asintótica 1
2

para modelos multivaria-
dos continuos si los estimadores de posición y escala univariados m y s tienen punto de ruptura
asintótica 1

2
. Donoho (1982) encontró el punto de ruptura de (t, V ) para muestras finitas, para

el caso en que se eligen como estimadores de posición y escala univariados la mediana y la mad
(mediana de la desviación absoluta).

En el estudio de simulación, los pesos son calculados utilizando la función de Huber, o sea, la
función w(t) = wH

(√
t
)

con wH la función de peso de Huber dada por:

wH (r) = I[0,c] (r) + I(c,∞) (r)
(

c

r

)2

donde c =
√

χ2
0,95,p. Por otra parte, para obtener estimadores af́ın equivariantes, se eligieron

como estimadores univariados m(y1, . . . , yn) = median
1≤i≤n

(yi), la mediana de las observaciónes, y

s(y1, . . . , yn) =
1

Φ−1(0,75)
mad(y1, . . . , yn), la mediana de los desv́ıos absolutos respecto de la

mediana, escalada de modo a resultar Fisher–consistente cuando yi ∼ N(0, 1).
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Al utilizar la función de Huber w(t) = wH

(√
t
)

y para obtener Fisher–consistencia para datos

normales, debe elegirse la constante de consistencia β = p
c0

c2
, donde

c0 = E (w(Wp)) = P
(
Wp < c2

)
+ c2 E

(
1

Wp
I(c2,∞)(Wp)

)

= P
(
Wp < c2

)
+ c2 1

2 (p− 2)

(
1− P

(
Wp−1 < c2

))
si p 6= 2

c2 = E (w(Wp)Wp) = E
(
WpI(0,c2)(Wp)

)
+ c2 E

(
I(c2,∞)(Wp)

)

= p P
(
Wp+2 < c2

)
+ c2

(
1− P

(
Wp < c2

))
.

4.2.4. Algoritmo para el cálculo aproximado del estimador de Stahel–
Donoho para muestras finitas

Stahel (1981) propuso un algoritmo para el cálculo aproximado de (t, V ) basado en submuestras.
Se define r̃ como r en (4.5), pero el supremo se calcula para los vectores a en un conjunto finito
A que se define a continuación. Para cada submuestra X̃ de tamaño p de X = {x1, . . . , xn},
sea a la dirección ortogonal al hiperplano conteniendo X̃. Llamemos A el conjunto formado
por todas estos vectores a. Dado que A es grande salvo que p y n sean chicos se reemplaza
A por una muestra aleatoria de tamaño N , AN y se trabaja con rN la medida de atipicidad
resultante, en lugar del supremo en (4.5).

Maronna y Yohai (1981) mencionan en su trabajo que experimentos numéricos mostraron que
para p = 4, eligiendo como estimadores de posición y escala univariados la mediana y el
promedio de los k1 y k2 valores más chicos de la desviación absoluta alrededor de la mediana
(una especie de mad levemente modificada) donde

k1 = p− 1 +
[
n + 1

2

]
y k2 = p− 1 +

[
n + 2

2

]
(4.9)

con [t] la parte entera de t, valores de N entre 500 y 1000 hacen que rN este muy próximo del
valor óptimo r. Para p = 6, estos autores obtuvieron buenos resultados con N = 1000.

Estas elecciones de los parámetros hacen que se alcance la cota superior del punto de ruptura
encontrada por Davies (1987) para muestras finitas.

4.2.5. Función de influencia para el estimador de Stahel–Donoho:

En esta sección vamos a ver algunas propiedades de las funciones eĺıpticas, para después buscar
la función de influencia de los estimadores de Stahel–Donoho en este caso. Los resultados que
se resumen a continuación se pueden encontrar en Gervini (2002).
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Para analizar las propiedades asinóticas de los estimadores de Stahel–Donoho, Gervini (2002)
se restringe a las distribuciones eĺıpticas. Estas son suficientemente flexibles para acomodarse a
distribuciones con colas pesadas sin momentos finitos, pero que poseen parámetros de posición
y dispersión finitos.

Se dice que un vector X ∈ IRp tiene un distribución eĺıptica, Fµ,Σ, si su función de densidad es
de la forma

f(x) = |Σ|−1/2 h
(
(x− µ)tΣ−1(x− µi)

)
, x ∈ IRp

con h una función no negativa e integrable, µ ∈ IRp es el parámetro de posición y Σ pertenece
a la familia de matrices simétricas y definidas positivas.

El vector Y = Σ1/2(X −µ), donde Σ1/2 es la única ráız cuadrada simétrica de Σ tiene densidad
f(y) = h(‖y‖2) y por lo tanto, su distribución es esférica. Una definición más general de
distribución esférica, que no necesita de la existencia de funciones de densidad, requiere que la
distribución de Y sea invariante por rotaciones ortogonales.

Tanto en Bilodeau y Brenner (1999), Hampel (1986), Muirhead (1982) se pueden encontrar
muchas propiedades de las distribuciones esféricas, entre ellas:

Fa′X = F‖a‖X1 para todo a ∈ IRp con FX1 la distribución marginal de la primer coordenada
de X que resulta simétrica alrededor de cero.

X se puede factorizar como X = RU , con R = ‖X‖ estocásticamente independiente de
U = X

‖X‖ . Más aún, U tiene distribución uniforme en Sp−1 la esfera unitaria de IRp. Por

lo tanto, E(U) = 0 y E(UU ′) = p−1Ip

Dos modelos eĺıpticos de importancia son:

La Normal multivariada Np(µ, Σ) donde

h(x) =
1

2π
p
2

exp
(
− t

2

)

La distribución student multivariada con ν grados de libertad:

h(x) =
Γ(ν+p

2
)

Γ(ν
2
)(νπ)

p
2

(
ν

ν + t

) ν+p
2

En el caso de estimadores de Stahel–Donoho, t y V , nos restringimos a aquellos que son equi-
variantes bajo transformaciones afines. Por lo tanto, en el caso de distribuciones eĺıpticas Fµ,Σ

tenemos:

T (Fµ,Σ) = Σ
1
2 T (F0,Ip

) + µ

V (Fµ,Σ) = Σ
1
2 V (F0,Ip

)Σ
1
2



4. Medidas de Robustez 46

Lo que implica que las funciones de influencia sean:

IF(z, T, Fµ,Σ) = Σ
1
2 IF(Σ− 1

2 (z − µ), T, F0,Ip
)

IF(z, V, Fµ,Σ) = Σ
1
2 IF(Σ− 1

2 (z − µ), V, F0,Ip
)Σ

1
2

donde F0,Ip
es esférica. Esto justifica que en el caso de funciones eĺıpticas se estudie sólo el caso

F0,Ip
.

Gervini (2002) muestra que, bajo ciertas condiciones de regularidad, la función de influencia
para los estimadores de Stahel–Donoho es de la forma:

IF(z, T, F ) =

(
c0(F )

c1(F )
g1(‖z‖) +

w(‖z‖2/s2
0)‖z‖

c0(F )

)
z

‖z‖

IF(z, V, F ) =

(
c2(F )

c0(F )
g2(‖z‖) +

w(‖z‖2/s2
0)‖z‖2

c0(F )

)(
zzT

‖z‖ −
I

p

)

+

(
c2(F )

c0(F )
g3(‖z‖) +

w(‖z‖2/s2
0)‖z‖2 − c3(F )

c0(F )

)
1

p
Ip

con

c0(F ) = E(w(R2/s2
0))

c1(F ) = −2E((w′(R2/s2
0)R

2/s0)

c2(F ) = −2E((w′(R2/s2
0)R

4/s0)

c3(F ) = −2E((w′(R2/s2
0)R

2)

donde w′ es la derivada de los pesos w. Las funciones g1, g2 y g3, en el caso en que los estimadores
univariados sean la mediana y la mad normalizada (para resultar Fisher–consistente) están
dadas por:

g1(x) =
Γ(p

2
)

√
πΓ(p+1

2
) 2 s0f1(0)

g2(x) =
Fβ( 1

2
, p−1

2 )

(
Φ−1(0,75)2

x2

)
− Fβ( 3

2
, p−1

2 )

(
Φ−1(0,75)2

x2

)

(p− 1)2Φ−1(0,75)f1(Φ−1(0,75))

g3(x) =

1
2
− Fβ( 1

2
, p−1

2 )

(
Φ−1(0,75)2

x2

)

2Φ−1(0,75)f1(Φ−1(0,75))

donde R = ‖X‖, X ∼ F esférica, f1 es la distribución marginal de X1 y β (p, q) es la distribución
Beta de parámetros p y q. Si F = Np(0, Ip) entonces s0 = 1. .
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4.2.6. Función de Influencia Parcial para los estimadores plug–in
bajo el modelo CPC

Como hemos visto, las funciones de influencia son medidas de robustez con respecto a un dato
at́ıpico. Cuando se consideran varias poblaciones, las funciones de influencia parciales miden la
resistencia de contaminaciones puntuales en cada población. Boente, Pires y Rodrigues (2002)
obtuvieron las PIF de los estimadores robustos para el modelo CPC definidos en Boente y Orel-
lana (2001). Estos estimadores se defińıan reemplazando las matrices de covarianza muestrales
de cada población por estimadores robustos y consistentes Vi en las ecuaciones de máxima
verosimilitud (2.13), (2.14) y (2.15). O sea, los estimadores robustos propuestos cumplen

β̂t
m

(
k∑

i=1

Ni
λ̂im − λ̂ij

λ̂imλ̂ij

Vi

)
β̂j = 0 1 ≤ j ≤ p 1 ≤ m ≤ p m 6= j (4.10)

β̂t
mβ̂j = δm,j (4.11)

λ̂im = β̂t
mViβ̂m 1 ≤ i ≤ k 1 ≤ m ≤ p (4.12)

donde δm,j es la delta Kronecker.

Para una función de distribución dada F = F1 × . . . × Fk, sea Vi(Fi) un funcional robusto de
dispersión evaluado en la i−ésima muestra. Se definen los funcionales βV (F ), ΛV,i(F )(1 ≤ i ≤ k)
asociados a los estimadores anteriores como la solución de

diag{βV (F )tVi(F )βV (F )} = ΛV,i(F ) (4.13)

βt
V, j

(
k∑

i=1

τi
λV,im − λV,ij

λV,imλV,ij
Vi

)
βV, j = 0 m 6= j (4.14)

βt
V, mβV, j = δm,j . (4.15)

Cuando Vi(F ) es un estimador Fisher–consistente, es decir Vi(F ) = Σi, las soluciones (ΛV,i(F ), βV (F ))
son Fisher–consistentes para (Λi, β).

El siguiente teorema da los valores de las funciones de influencia parcial para los estimadores
plug–in.

Teorema 4 . Sea Vi(F ) un funcional de dispersión tal que Vi(Fi) = Σi. Llamemos β1, . . . , βp los
autovectores comunes asociados a los autovalores λi1, . . . , λip de Σi. Si la función de influencia
IF(x, Vi, Fi) existe y si λi1 > . . . , > λip, entonces, las funciones de influencia parcial de la
solución (βV (F ), ΛV,i(F )) de (4.13) a (4.15) están dadas por:

PIFi(x, λV,`j, F ) = δ`,iβ
t
j IF(x, Vi, Fi)βj

PIFi(x, βV, j, F ) = τi

∑

m 6=j

λij − λim

λimλij

{
k∑

`=1

τ`
(λ`m − λ`j)

2

λ`mλ`j

}−1{
βt

j IF (x, Vi, Fi)βm

}
βm .
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De este teorema se deduce que la función de influencia parcial para los estimadores clásicos
está dada por:

PIFi(x, λS,lj , F ) = δl,iβ
t
j (xxt − σi)βj = δl,i{(βt

j x)2 − λij}

PIFi(x, βS, j, F ) = τi

∑

m 6=j

λij − λim

λimλij

{
k∑

`=1

τ`
(λ`m − λ`j)

2

λ`mλ`j

}−1 {
βt

j

(
xxt − Σi

)
βm

}
βm

= τi

∑

m 6=j

λij − λim

λimλij

{
k∑

`=1

τ`
(λ`m − λ`j)

2

λ`mλ`j

}−1

βt
j x βt

mx βm ,

lo que muestra que no están acotadas.



Caṕıtulo 5

Análisis Discriminante bajo el modelo
CPC

5.1. Propuesta de Flury

Flury (1988) en su trabajo resalta la importancia que se le viene dando a las reglas de dis-
criminación lineal y cuadrática pura pero no aśı a los casos intermedios, es decir, modelos que
reduzcan de alguna manera los p(p + 1)/2 parámetros del modelo cuadrático. Flury (1988)
sugiere poner condiciones en la relación de las matrices de covarianza de las poblaciones. Tanto
en el modelo proporcional como en el cuadrático, la regla discriminante sigue siendo cuadrática,
pero los coeficientes están relacionados por restricciones que disminuyen la variabilidad de sus
estimadores. Si las matrices Σi cumplen el modelo, es lógico utilizarlo. Resalta también que
el mismo puede ser beneficioso por ser un modelo más parsimonioso. Como referencia, Flury
(1988) resume los resultados analizados por Schmid (1987).

Schmid (1987) investigó el desempeño de los métodos de discriminación bajo el supuesto de
distribución normal de las observaciones en los casos de: igualdad, proporcionalidad, CPC y
desigualdad de las matrices de covarianza. La propuesta consist́ıa en reemplazar en la regla
cuadrática los parámetros desconocidos por los estimadores de máxima verosimilitud de µ̂i y
Σ̂i asociados a cada uno de esos modelos.

En ese trabajo, Schmid (1987) mostró que el modelo de discriminación CPC puede valer la
pena en el caso de varios grupos y dimensión relativamente alta. La diferencia de parámetros
entre el modelo CPC y el cuadrático es de (k− 1)p(p− 1)/2 lo que muestra que la ganancia en
la disminución de parámetros se obtiene cuando k y p son grandes.

En el trabajo de Flury y Schmid (1992), los autores encontraron los valores asintóticos para las
varianzas de los estimadores de la regla discriminante cuyos resultados se detallan a contiuación.

49
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La regla obtenida en (1.6) se puede reescribir, en el caso de dos grupos, como:

q(x) = xtAx + btx

con

A = −1

2
(Σ−1

1 − Σ−1
2 ) (5.1)

b = Σ−1
1 µ1 − Σ−1

2 µ2 . (5.2)

Esta regla asigna x al grupo G1 si q(x) ≥ c(µ1, µ2, Σ1, Σ2) y a G2 si q(x) ≤ c(µ1, µ2, Σ1, Σ2)

Como hab́ıamos dicho en el caṕıtulo 1 los parámetros Σi, µi usualmente son desconocidos. Flury
y Schmid (1992) usan, en el caso sin restricciones, los estimadores usuales Si de Σi mientras
que cuando el modelo CPC es válido (discriminación CPC) utilizan los estimadores de máxima
verosimilitud de Σi = βΛiβ

t con β ortogonal de p× p y Λi=diag(λ1, . . . , λp) y en ambos casos
µi = xi.

En ese trabajo, los autores trabajan bajo el supuesto de que las dos poblaciones eran indepen-
dientes y con distribución normal, con matrices de covarianza diagonal, con lo cual, Si, i = 1, 2,
son matrices aleatorias independientes, Si ∼ Wp(ni, Λ/ni) con ni ≥ p. Suponen además que si
ri = ĺımn→∞

ni

n
, con n = n1 + n2, 0 < ri < 1.

Sea Ti el estimador de máxima verosimilitud de Λi obtenido bajo el modelo adecuado (cuadrático
o CPC), xi, i = 1, 2, el promedio de las observaciones de la i−ésima población. Luego,
xi ∼ N(µi, Λi/(ni + 1). Los Teoremas (5) y (6) que enunciaremos dan las aproximaciones
asintóticas de las varianzas de :

Â = −1

2
(T−1

1 − T−1
2 ) = (âjh) (5.3)

b̂ = T−1
1 x1 − T−1

2 x2 = (b̂1, . . . , b̂p)
t (5.4)

Teorema 5 . Discriminación Cuadrática: Para n grande se tienen las siguientes aproximaciones

a) var(âjj) ≈ (2n)−1(r−1
1 λ−2

1j + r−1
2 λ−2

2j ), 1 ≤ j ≤ p

y

var(âjh) ≈ (4n)−1[(r1λ1jλ1h)
−1 + (r2λ2jλ2h)

−1], 1 ≤ j < h ≤ p

b) var(b̂j) ≈ n−1
2∑

j=1

(riλij)
−1

(
1 + λ−1

ij µ2
ij +

p∑

h=1

λ−1
ih µ2

ih

)
, 1 ≤ j ≤ p.

Teorema 6 . Discriminación CPC: Para n grande y si los elementos diagonales de Λi son todos
distintos, se tienen las siguientes aproximaciones
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a) var(âjj) ≈ (2n)−1(r−1
1 λ−2

1j + r−1
2 λ−2

2j ), 1 ≤ j ≤ p

y

var(âjh) ≈ (4n)−1θjh[(λ
−1
1h − λ−1

1j )− (λ−1
2h − λ−1

2j )]−2 j 6= h, donde

θjh = [θ
(1)−1

jh + θ
(2)−1

jh ]−1

y

θ
(i)
jh = r−1

i

λijλih

(λij − λih)2
j 6= h.

b) var(b̂j) ≈ n−1





2∑

j=1

(riλij)
−1
(
1 + 2λ−1

ij µ2
ij

)
+

p∑

h=1,h 6=j

θhj[µ1h(λ
−1
1h − λ−1

1j )− µ2h(λ
−1
2h − λ−1

2j )]−2





Las demostraciones de estos teoremas se pueden encontrar en Flury y Schmid (1992).

Restringiendo los resultados asintóticos para n1 = n2 = n/2 es decir r1 = r2 = 1/2 y suponiendo
µ1 = 0 y δ = µ2, se obtiene
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Varianzas asintóticas cuando el Modelo CPC es válido

Coeficiente Modelo Varianza

usado para

discriminación

ajj DIFF λ−1
1j + λ−1

2j

j = 1, . . . , p =
CPC λ−1

1j + λ−1
2j

ajh DIFF 1
4
[θ

(1)
jh (λ−1

1h − λ−1
1j )2 + θ

(2)
jh (λ−1

2h − λ−1
2j )2]

1 ≤ j < h ≤ p ≥

CPC 1
4

θ
(1)
jh θ

(2)
jh

θ
(1)
jh + θ

(2)
jh

[
(λ−1

1h − λ−1
1j )− (λ−1

2h − λ−1
2j )
]2

bj DIFF 2

(
λ−1

1j + λ−1
2j + λ−2

2j δ2
j + λ−1

2j

p∑

h=1

λ−1
2h δ2

h

)

j = 1, . . . , p ≥

CPC 2


λ−1

1j + λ−1
2j + λ−2

2j δ2
j + λ−1

2j


λ−1

2j δ2
j +

p∑

h=1,h 6=j

λ−1
2h δ2

hφjh






Flury y Schmid (1992) concluyeron que aunque en algunas circunstancias se estén trabajan-
do con modelos incorrectos (por ejemplo, usar el CPC cuando en realidad sea cuadrático) el
hecho de usar un modelo parsimonioso puede mejorar los resultados. La siguiente pregunta
que se plantearon fue qué modelo utilizar para minimizar los errores de mala clasificación, lo
que motivó el trabajo de Flury, Schmid y Narayanan (1994). En dicho trabajo, los autores
utilizan el método de Monte Carlo para calcular las aproximaciones de las tasas esperadas de
errores. Trabajaron con cuatro diseños diferentes para comparar los resultados obtenidos por
las diferentes reglas de clasificación. El diseño cuatro de Flury, Schmid y Narayanan (1994)
armado especialmente para poder aplicar CPC, muestra las ventajas sobre sus competidores.
En el diseño 5 que era un modelo cuadrático, el modelo CPC mostró un buen desempeño para
muestras de tamaño 60 y los autores resaltan que hasta muestras de tamaño 100, no existe
ventaja significativa de la regla cuadrática usual sobre la generada por el modelo CPC.
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5.2. Propuesta plug-in robusta

Dado que los estimadores de máxima verosimilitud se ven fuertemente afectados por las obser-
vaciones at́ıpicas aśı como por desv́ıos de la distribución de los datos respecto de la distribución
normal, nuestra propuesta robusta consiste en estimar los parámetros de posición y dispersión
por estimadores robustos consistentes de posición y escala y construir a partir de ellos esti-
madores plug–in de las componentes principales comunes como se describió en la sección 4.2.6,
utilizando el algoritmo FG.

Es decir, que partiendo de la regla

q(x) = xtAx + btx

la cual asigna x al grupo G1 si q(x) ≥ c(µ1, µ2, Σ1, Σ2) y a G2 si q(x) ≤ c(µ1, µ2, Σ1, Σ2), donde
A y b están definidos en (5.1) y (5.2) respectivamente.

Si las matrices de varianza de las dos poblaciones cumplen el modelo CPC, definimos como
estimador robusto de la matriz Σi,

Σ̂i,cpc = β̂Λ̂iβ̂

donde β̂ y Λ̂i están definidos en (4.10) a (4.12) utilizando el estimador robusto de escala
de Stahel-Donoho Vi = V (Xi) definido en (4.8), siendo Xi las observaciones de la i−ésima
población. Es decir, utilizamos los estimadores plug–in asociados al estimador de Stahel–Donoho
solución de

β̂t
m

[
k∑

i=1

Ni
λ̂im − λ̂ij

λ̂imλ̂ij

Vi

]
β̂j = 0 para m 6= j

β̂t
mβ̂j = δmj

Λ̂i = diag
(
β̂tViβ̂

)

donde δm,j es la delta Kronecker. Como estimador del parámetro de posición µi utilizamos
ti = t(Xi) el correspondiente estimador robusto de posición Stahel-Donoho definidos en (4.7)
para la población i−ésima.



Caṕıtulo 6

Estudio de Simulación

Dada la dificultad desde el punto de vista teórico para validar las propiedades de robustez o para
comparar los métodos multivariantes es frecuente recurrir a los estudios de simulación. Para
que las conclusiones obtenidas de esta manera sean válidas hay que prestar mucha atención en
el perfilamiento del problema de interés.

A continuación, daremos el delineamiento de Ana Pires (1995) del método Monte Carlos. Este
método es el que utilizaremos para validar el comportamieno de la Regla plug–in robusta que
propusimos en el caṕıtulo anterior para el problema Discriminante bajo el modelo CPC para
las matrices de covarianzas definido por Flury (1988).

6.1. Pasos del Método de Montecarlo

1. Identificación del problema de interés: Estimación de una regla discriminante para dos
grupos, bajo la hipótesis de que el modelo CPC para las matrices de covarianzas es válido.

2. Identificación de los factores que pueden influenciar el desempeño de los diversos métodos:

a) Distribución de las poblaciones: tipo de distribución, medias y dispersiones.

b) Número de variables p

c) Dimensión de las muestras de entrenamiento

d) Probabilidades a priori π1 y π2

54
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6.2. Reglas discriminantes a comparar

Para poder analizar el buen comportamiento o no de la regla propuesta, se compararán los
errores aparentes obtenidos por las siguientes estimaciones:

Métodos no robustos

1. Clasificación por la regla cuadrática clásica

2. Clasificación por la regla cuadrática clásica combinada con algoritmo FG

Métodos robustos

1. Método de estimadores de Maronna

2. Método de estimadores de Maronna combinado con algoritmo FG

3. Estimador de Stahel-Donoho

4. Estimador de Stahel-Donoho con algoritmo FG

6.3. Parámetros elegidos para las simulaciones

La regla de discriminación se obtendrá bajo las siguientes condiciones:

Dos poblaciones de tamaño n1 = n2 =100

La dimensión del espacio es p = 4.

Los parámetros se estiman a partir de una muestra de desarrollo generada aleatoriamente
bajo las condiciones definidas.

El error aparente de mala clasificación se calcula mediante una muestra de validación
generada con la misma contaminación que la muestra de desarrollo y sin contaminar.

En el primer ejemplo también se incluye el error de validación cruzada dejando un dato
afuera.

Este proceso se repite 1000 veces. De esta manera se calcula el promedio de los errores aparentes
que se utilizarán para comparar las distintas reglas.
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6.3.1. Elección de parámetros para Stahel–Donoho

Parámetros de iteración:

• Cantidad de direcciones para el cálculo de las proyecciones: 1000

Pesos elegidos: pesos de Huber con c = 3 y q = 2:

wH(r) = I(r <= c) + (c/r)qI(r > c)

En el trabajo de Maronna y Yohai (1981) se muestra que el estimador de Donoho Stahel

con los pesos de Huber y con con la constante de escala c =
√

χ2
4(0,95) ≈ 3 es capaz

de alcanzar una alta eficiencia tanto en el caso normal como para distribuciones de colas
pesadas como la Cauchy a la vez que mantiene errores medios mucho más bajos que los
estimadores S en los casos de datos contaminados de forma asimétrica.

La elección de la constante c, en el caso normal, representa la proporción de observaciones
con máximo peso.

Parámetros de posición y dispersión univariados:

• Mediana

• σ = 1
Φ−1(0,75)

MAD ≈ 1
0,674

MAD. La constante 1
Φ−1(0,75)

asegura la consistencia del
estimador de escala, en el caso normal, al valor del desv́ıo estándar.

6.3.2. Ejemplos

El trabajo de Flury y Smith (1992) muestra que la ventaja de utilizar el método CPC se debeŕıa
poner en evidencia cuando los autovalores de las poblaciones guardan las siguientes relación:

λ−1
1h − λ−1

1j = λ−1
2h − λ−1

2j para todo (j, h).

Estas condiciones son las que tienen en cuenta Flury, Schmid y Narayanan (1994) en el diseño
4 de su trabajo para comparar las reglas discriminantes. Este mismo diseño será el que uti-
lizaremos para validar la regla que estamos proponiendo.
Para comprobar el buen comportamiento de la misma bajo la presencia de datos at́ıpicos se
consideran dos tipos contaminaciones: puntuales o con mayor variabilidad en porcentajes del
10% y 20%.

Poblaciones Modeladas:

G1 ∼ N4(0, Σ1) G2 ∼ N4(µ2, Σ2)
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µ2 = (1, 0, 0, 0) Σ1 =




1/5 0 0 0
0 1/2 0 0
0 0 2/3 0
0 0 0 5/6


 Σ2 =




1/4 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 5




6.3.3. Ejemplo 1 :

Contaminación de la muestra de desarrollo (1− α) ∗N4(µi, Σi) + αN4(µi, 9 ∗ Σi)

Errores Aparentes de la muestra de Validación Validación Cruzada

contaminada en el mismo % que la de desarrollo

Porcentaje de contaminación:

Estimador α = 0 α = 0,10 α = 0,20 α = 0 α = 0,10 α = 0,20

Sin estimar 0.0997 0.1283 0.1562 0.0997 0.1283 0.1562
D-S 0.1049 0.1323 0.1645 0.1084 0.1378 0.1693
D-S CPC 0.1032 0.1310 0.1624 0.1112 0.1263 0.1549
M est 0.1044 0.1324 0.1641 0.1078 0.1380 0.1696
Mest CPC 0.1030 0.1313 0.1623 0.1181 0.1303 0.1535
Est insesg 0.1043 0.1553 0.2185 0.1070 0.1620 0.2252
Est insesg CPC 0.1027 0.1543 0.2196 0.1169 0.2165 0.3216

Errores Aparentes de la muestra de Validación

no contaminada

Porcentaje de contaminación:

Estimador α = 0,10 α = 0,20

Sin estimar 0.0997 0.0997

D-S 0.1061 0.1150
D-S CPC 0.1048 0.1135
M est 0.1061 0.1145
Mest CPC 0.1050 0.1133
Est insesg 0.1336 0.1903
Est insesg CPC 0.1328 0.1934
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Como se puede observar en los cuadros, los errores aparentes calculados al utilizar estimadores
robustos siempre mostraron una mejora cuando se utilizó la restricción CPC. El estimador de la
regla cuadrática también muestra mejoras en los casos sin contaminación o con contaminación
del 10%. Sin embargo, con contaminación del 20% la estimación ya no puede mejorarse y
utilizar la hipótesis CPC empeora aún más el estimador. La ventaja de utilizar procedimientos
robustos en lugar del procedimiento clásico se observa en el caso de ambas contaminaciones,
donde los errores aparentes aumentan considerablemente. En el caso de los errores calculados
por validación cruzada, la hipótesis CPC no los mejora cuando no hay datos at́ıpicos, śı hay
una leve mejoŕıa cuando los datos están contaminados.

En el caso de contaminación del 10% y muestra de validación contaminada, el estimador robusto
de Stahel–Donoho es el que muestra mejores resultados mientras que en el caso de contami-
nación del 20% ambos estimadores robustos muestran errores muy cercanos. En los caso en
que la muestra de validación no estuvo contaminada, los estimadores robustos tuvieron com-
portamientos similares.

A continuación calculamos la tasa de crecimiento del error aparente de la muestra de validación
al clasificarla con la regla obtenida con contaminación α en relación a la no contaminada. Como
podemos observar, el error crece más rápidamente con α para los estimadores insesgados que
para los robustos lo que muestra la ventaja de utilizar este tipo de estimadores.

Tasa de crecimiento del Error Aparente

de la muestra no contaminada

Porcentaje de contaminación de la muestra de desarrollo vs α = 0

Estimador Error Aparente α = 0,00 α = 0,10 α = 0,20

D-S 0.1049 1.0000 1.0114 1.0963
D-S CPC 0.1032 1.0000 1.0155 1.0998
M est 0.1044 1.0000 1.0163 1.0967
Mest CPC 0.1030 1.0000 1.0194 1.1000
Est insesg 0.1043 1.0000 1.2809 1.8245
Est insesg CPC 0.1027 1.0000 1.2931 1.8832
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6.3.4. Ejemplo 2 :

Contaminacón (1− α) ∗N4(µi, Σi) + αb

b =
(

10 0 0 0
)′

Errores Aparentes de la muestra de Validación

contaminada en el mismo % que la de desarrollo

Porcentaje de contaminación:

Estimador α = 0 α = 0,10 α = 0,20

Sin estimar 0.0997 0.1405 0.1805

D-S 0.1049 0.1622 0.2390
D-S CPC 0.1032 0.1597 0.2360
M est 0.1044 0.2251 0.2576
Mest CPC 0.1030 0.2229 0.2531
Est insesg 0.1043 0.2531 0.2551
Est insesg CPC 0.1027 0.2501 0.2502

Errores Aparentes de la muestra de Validación

no contaminada

Porcentaje de contaminación:

Estimador α = 0,10 α = 0,20

Sin estimar 0.0997 0.0997

D-S 0.1249 0.1771
D-S CPC 0.1221 0.1735
M est 0.1972 0.2446
Mest CPC 0.1946 0.2411
Est insesg 0.2399 0.2443
Est insesg CPC 0.2369 0.2406

En el caso de contaminaciones puntuales, la restricción CPC siempre muestra una mejora del
estimador en función del error aparente y el estimador de Stahel–Donoho es el que muestra
mejor comportamiento con ambos niveles de contaminación.
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Si se observa la tasa de crecimiento del error aparente de la muestra de validación al clasificarla
con la regla obtenida con contaminación α en relación a la no contaminada, se nota el rápido
crecimiento de la misma tanto para el M–estimador como para el estimador plug–in insesgado,
llegando a duplicarse.

Tasa de crecimiento del Error Aparente

de la muestra no contaminada

Porcentaje de contaminación de la muestra de desarrollo vs α = 0

Estimador Error Aparente α = 0,00 α = 0,10 α = 0,20

D-S 0.1049 1.0000 1.1907 1.6883
D-S CPC 0.1032 1.0000 1.1831 1.6812
M est 0.1044 1.0000 1.8889 2.3429
Mest CPC 0.1030 1.0000 1.8893 2.3408
Est insesg 0.1043 1.0000 2.3001 2.3423
Est insesg CPC 0.1027 1.0000 2.3067 2.3427



Apéndice

1.1. Estimadores de máxima verosimilitud

1.1.1. Invarianza de los EMV

Sea f : θ → f(θ) una función real en un dominio Θ, y sea g : θ → g(θ) = φ biyectiva de Θ
en Σ, la cual tiene inversa g−1.
Llamemos h(θ) = f(g−1(θ̂)) Si f alcanza un máximo en θ̂, entonces h alcanza un máximo en
φ̂ = g(θ̂)

Por lo tanto, si θ̂ es un estimador de máxima verosimilitud de θ, entonces λ̂ = f(θ̂) es un
estimador de máxima verosimilitud de λ.

Propiedad 1 . Bajo condiciones muy generales los estimadores de máxima verosimilitud son
fuertemente consistentes.

Teorema 7 . Sea X1, . . . , X2 una muestra aleatoria de una distribución perteneciente a la
familia F (x, θ) con θ ∈ Θ, Θ un abierto en IR Supongamos que F (x, θ) tiene una función de
densidad o frecuendia p(x, θ) que satisface:

A: El conjunto S = {x : p(x, θ) > 0} es independiente de θ

B: δ(X) es un estad́ıstico tal que Eθ(|δ(X)|) <∞ ∀θ ∈ Θ, entonces

∂

∂θ

∫ ∞

−∞
. . .
∫ ∞

−∞
δ(x)p(x, θ)dx =

∫ ∞

−∞
. . .
∫ ∞

−∞
δ(x)

∂p(x, θ)

∂θ
dx

C: El número de información de Fisher dado por:

I(θ) = Eθ



(

∂ ln p(x, θ)

∂θ

)2

 <∞
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D: Llamemos Ψ(x, θ) = ln p(x, θ) y supongamos que

∂3Ψ(x, θ)

∂θ3
≤ K ∀x ∈ S

Si θn es un estimador de máxima verosimilitud consistente de θ y q(θ) es una función derivable
tal que q′(θ) 6= 0 ∀θ entonces

√
n (q(θn)− q(θ)) converge en distribución a una distribución

normal con media cero y varianza [q′(θ)]2/I(θ), o sea, q(θn) es asintóticamente normal y efi-
ciente (A.N.E)

1.2. Propiedades de la distribución de Wishart

Teorema 8 Si las matrices aleatorias de m×m A1, . . . , Ar son independientes y Ai es W (ni, Σ)

entonces
r∑

i=1

Ai es W (n, Σ) con n =
r∑

i=1

ni.

Teorema 9 Si A es Wm(n, Σ) y M k × m de rango k entonces MAMt tiene distribución
Wk(n, MΣMt).

1.3. El operador vectorial y el producto matricial Kro-

necker

1.3.1. Operador vectorial: vec

Se define el operador vec(A) como el operador que transforma una matriz en un vector:
vec : A ∈ IRm×n −→ vec(A) ∈ IRmn Si A = (a1, . . . , an) entonces

vec(A) =




a1

a2
...

an




1.3.2. Operador Matricial de Kronecker

Sea A = (aij) una matriz de p × q y B = (bij) una matriz de r × s. Se define el producto de
Kronecker de A y B, A⊗ B, como la matriz de dimension rp× qs
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A⊗B =




a11B a12B . . . a1qB
a21B a22B . . . a2qB

...
...

ap1B ap2B . . . apqB




Propiedad del operador de Kronecker

Si A,B,C son matrices de k × l, l × m, m × n respectivamente, entonces vec(ABC) =
(C ⊗ A)vec(B)

Si A,B,C,D son matrices de m × n, p × q, n × r, q × s respectivamente, entonces (A ⊗
B)(C ⊗D) = (AB)⊗ (CD)
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