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Estimaciéon en modelos aditivos con respuestas faltantes

El modelo de regresion noparamétrico aditivo, supone que se tienen observaciones independien-
tes (x4, 1:), 1 <i<n,x; € R% tales que E (y;|x;) = m(x;) con m(x) = Zi:l 9o (q). Las funciones
Jdo : R — R son las cantidades a estimar. Estimadores para este modelo han sido ampliamente
estudiados en la literatura. En esta tesis, se introduce una clase de estimadores para las componentes
de un modelo aditivo cuando las respuestas pueden ser faltantes, es decir, cuando se observan
(xi, i, 07), 1 < i < ndonded; =1 siy; es observada y é; = 0 si y; es faltante. El objetivo es estudiar
estimadores de la funcién de regresiéon y cada una de sus componentes que se basen solamente en
los datos existentes asi como propuestas basadas en imputar las observaciones faltantes. Para ello,
se supondra que tenemos un mecanismo de pérdida de observaciones ignorable, es decir, que d; e y;
son condicionalmente independientes dado x;, o sea, P (§; = 1|y;,x;) = P (&; = 1]x;) = p (x3).

En esta tesis, se obtienen resultados resultados de consistencia fuerte para los estimadores
propuestos y se realiza un estudio de simulacion que permite comparar las distintas propuestas
dadas para muestras moderadas.

Palabras Claves: Consistencia; Datos Faltantes; Estimadores de Ntcleos; Modelos Aditivo; Suavizadores.
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Capitulo 1

Introduccion

Los modelos clasicamente usados en Estadistica son paramétricos y la suposicién es que la
muestra de observaciones proviene de una familia paramétrica conocida. En estos casos, el problema
es estimar los pardmetros desconocidos o hallar tests de hipdtesis o intervalos de confianza para
los mismos. Esta suposicién puede ser relativamente fuerte porque el modelo paramétrico supuesto
puede no ser el correcto si existe alguno (los datos pueden ser tales que no exista una familia
paramétrica adecuada que dé un buen ajuste). Por otra parte, los métodos estadisticos desarrollados
para un modelo paramétrico particular pueden llevar a conclusiones erréneas cuando se aplican a un
modelo ligeramente perturbado (falta de robustez respecto del modelo). Estos problemas llevaron
a la tendencia de desarrollar métodos noparamétricos o semiparamétricos para analizar los datos.

Como hemos mencionado, la inferencia estadistica comuinmente se focaliza sobre funciones de
distribucién que son puramente paramétricas o puramente noparamétricas. Un modelo paramétrico
razonable produce inferencias precisas mientras que un modelo erréneo posiblemente conducird a
conclusiones equivocadas. Por otro lado, los modelos noparamétricos si bien estan asociados con
alta estabilidad tienen menor precision. Recientemente, los modelos noparamétricos han ganado
una importante atencién en el estudio de fenémenos naturales con comportamiento de complejidad
no lineal. Sean (x},y;)" observaciones independientes idénticamente distribuidas (i.i.d) tales que
1 € R, x; € R4 y

yi = m(x;) + € 1<i<n. (1.1)

donde los errores €; son independientes e independientes de x;.

El anélisis del modelo (1.1) requiere de técnicas de suavizado multivariadas para la funcién m y
por lo tanto, encuentra en aplicaciones la dificultad conocida como “maldicién de la dimensién” que
estd asociada al hecho de que al aumentar la dimensién los entornos de un punto x se hacen
cada vez mas ralos. Es decir, se necesita un nimero exponencialmente mayor de datos para que
dichos entornos contengan observaciones de la muestra. Por ejemplo, si tenemos observaciones
x; ~ U([-1,1]%), 1 < i < n, independientes, o sea, x;; ~ U([—1,1]) son variables independientes
e idénticamente distribuidas, el nimero esperado de observaciones que yacen en [—0.1,0.1]% es
igual a n/10%. Este fenémeno se traduce en la tasa de convergencia de los estimadores que no es
/n como en el caso paramétrico sino que, por ejemplo, para el caso de estimadores basados en
nucleos es de orden (nhfl)% siendo h,, la ventana o pardmetro de suavizado utilizado en el cémputo
del estimador. En los ultimos anos, para resolver este problema, diversos autores han tratado el
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problema de reduccién de la dimensién de las covariables en modelos de regresiéon noparamétrica.
Hastie y Tibshirani (1990) introdujeron los modelos aditivos que generalizan los modelos lineales,
resuelven el problema de “la maldicién de la dimensién”y ademaés son de facil interpretacién. Este
nuevo planteo combina la flexibilidad de los modelos noparamétricos con la simple interpretacién
del modelo lineal estdndar. En el mismo, se supone que m(x) = Z;-lzl gj(x;) donde las funciones
g; : R — R son las cantidades a estimar. Estimadores para este modelo han sido ampliamente
estudiados en la literatura.

En el Capitulo 2, se recordaran los principales métodos de estimacion en el modelo de regresiéon
noparamétrica (1.1), mientras que en el Capitulo 3 se introducira el modelo aditivo y se describiran
procedimientos de estimacién de sus componentes.

En muchas situaciones, sobre todo en estudios biomédicos, puede haber un conjunto de los
puntos del disefio con respuestas faltantes. Un tema fundamental de interés es estudiar el impacto
de las observaciones faltantes en el funcionamiento de los estimadores utilizados. El analisis de
regresion lineal con datos faltantes fue desarrollado con Yates (1933) quién propuso sustituir las
respuestas faltantes por predicciones basadas en minimos cuadrados. Con esta idea de imputar
valores faltantes por predicciones basadas en minimos cuadrados, Cochran (1968) redujo el sesgo en
estudios observacionales, y Afifi y Elashoff (1969) dieron resultados asint6ticos sobre las propuestas
basadas en el proceso de imputacién. De aqui en mas, muchos estudios se enfocaron en modelos de
regresion lineal y modelos log—lineales con datos faltantes.

La inferencia bésica en estos modelos considera una muestra aleatoria (x},y;,0;)", 1 < i <n
donde la covariable x; es observada, mientras que la variable respuesta y; no es completamente
observada. Para indicar la presencia o ausencia de respuesta se introduce la variable indicadora §;
que vale 1 si y; se observa mientras que si y; es faltante §; = 0. Atn cuando en muchas situaciones,
tanto las respuestas como la variables explicativas son faltantes, en esta tesis nos concentraremos en
el caso en que los datos faltantes ocurren sélo en las respuestas. Esta situacién ocurre en muchos es-
tudios biolégicos cuando las covariables pueden ser controladas. El simple patrén de datos faltantes
descripto corresponde al esquema de muestra doble propuesto por Neyman (1938) donde primero
se obtiene una muestra completa y luego, se miden algunas covariables porque es quizds menos
costosa de obtener esta muestra de covariables que la de variables respuesta. Por otra parte, en
muestras basadas en encuesta, estos datos faltantes usualmente ocurren en forma de no-respuestas.
En esta tesis, supondremos que los datos son faltantes al azar (MAR) que debilita la condicién de ser
faltantes completamente al azar (MCAR). Sea (Y, X", )" un vector aleatorio con la misma distribu-
cién que (x},y;,0;)". La suposiciéon de MAR requiere la existencia de un mecanismo de aleatoridad,
indicado por p(X), tal que P(§ = 0|X,Y) = P(§ = 1|X) = p(X), es decir, que el supuesto MAR
asume que 0 y la respuesta Y son condicionalmente independientes dadas las covariables X. Por
otro lado, MCAR es mas restrictivo pues requiere que ¢ sea independiente tanto de X como de Y,
es decir, p(X) es idénticamente igual a una constante p entre 0 y 1. En la préctica, el supuesto
MAR debe estar justificado por la naturaleza del experimento cuando resulte legitimo suponer que
la ausencia de Y depende principalmente de X.

En el Capitulo 4, se describen procedimientos de estimacién cuando la respuesta es faltante. En
particular, el caso de variables explicativas multidimensonales se presenta en la seccién 4.3, donde
se introducen, para el modelo aditivo, las distintas propuestas objeto de esta tesis. En el Capitulo
5 se prueban resultados de consistencia para todos los estimadores propuestos. Finalmente, los
resultados de un estudio de simulacién preliminar se dan en el Capitulo 6.



Capitulo 2

Regresion noparamétrica

2.1. Introduccion

Una pregunta importante en muchos campos de la ciencia es la relacion entre dos variables,
digamos X e Y o entre un vector X € R% y una variable Y. El anélisis de regresién est4 relacionado
a la pregunta de cémo la variable dependiente Y puede ser explicada por las variables explicativas,
regresoras o independientes X. Esto significa tratar de hallar una relacién de la forma Y = m(X)+e,
donde m : R — R es una funcién y € es un error aleatorio correspondiente en muchos casos al error
de mediciéon. En muchos casos, la teoria del estudio que se esté realizando no pone restricciones sobre
m, es decir, la teoria no dice si m es lineal, cuadrética o creciente en X, en el caso unidimensional
o condiones andlogas en el caso multidimensional. Por lo tanto, depende del analisis empirico usar
los datos correspondientes a las mediciones realizadas para descubrir mas sobre m.

Contamos por lo tanto, con observaciones (x;,¥;), 1 < i < n independientes e indénticamente
distribuidas que satisfacen el modelo

yi = m(x;) + €, 1<i<n. (2.1)

La ecuacién (2.1) dice que la relacién ¥ = m(X) no se satisface exactamente sino que es afectada
por una variable aleatoria ¢, llamada error aleatorio. En la mayoria de las situaciones se supone
que E(e) = 0 con lo cual, el modelo puede escribirse como

EY|X =x) =m(x), (2.2)

la ecuacién (2.2) dice que la relacién entre la variable dependiente y la variable independiente se
mantiene en promedio. El objetivo del anélisis empirico es usar el conjunto de observaciones (x;, y;),
1 <17 < n para estimar m.

Recordemos que en el enfoque paramétrico, usualmente se asume que m es lineal, o sea,
m(x) = a + B'x, y el problema de estimar m se reduce al problema de estimar o y 8 € R%
Sin embargo, esta aproximaciéon no es siempre apropiada. El enfoque noparamétrico no supone
restricciones a priori sobre m, salvo condiciones de suavidad o continuidad para obtener resultados
de convergencia uniforme. Sin embargo, como veremos mas adelante, hay un precio a pagar por
esta flexibilidad.
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Supongamos que (X,Y’) es un vector aleatorio con funcién de densidad de probabilidad (pdf)
conjunta f(x,y). El esquema muestral natural es considerar una muestra aleatoria de la distribucién
caracterizada por f(x,y). Esto es, considerar aleatoriamente observaciones de la forma (x;,y;),
1 <i < n independientes e idénticamente distribuidas con densidad f(x,y). Este esquema muestral
sera referido como un diseno aleatorio.

Sin embargo, hay aplicaciones (especialmente en las ciencias naturales) donde el investigador
puede controlar los valores de las variables predictoras X que, por lo tanto, es fija, e Y es la tnica
variable aleatoria. Este esquema es referido como un diseno fijo. En este caso, podemos pensar
que la densidad fx(x) es conocida (inducida por el investigador). Este conocimiento adicional
simplificard la estimacion de m.

En esta tesis, supondremos que los efectos son aleatorios. El caso de efectos fijos en regresiéon
noparamétrica sin datos faltantes puede verse en Hérdle (2004).

2.2. Regresion univariada basada en ntucleos

2.2.1. Definicién del estimador de regresion

La derivacién del estimador de regresién en el caso de un disenio aleatorio cuando d = 1 es
natural si se recuerda la definicién de esperanza condicional

flxy)  Jyf(z,y)dy
Yy dy = @)

Tanto f(x,y) como fx(z) en (2.3) son desconocidas y en consecuencia, podemos estimarlas uti-
lizando los estimadores basados en nicleos definidos por Rosenblatt (1956) y Parzen (1962). El
estimador de nucleos de fx(z) se define como

1 n
= — E Kh(:E—:Ei),
n -
=1

donde Kj(z) = (1/h)K (u/h) con K : R — R una funcién par, tal que [K(u)du =1y K > 0.
Llamamos a K funcién ntcleo.

m(z)=EY|X ==z

(2.3)

Para estimar f(x,y) utilizaremos el estimador de densidad basado en niicleos multiplicativo, es
decir, obtenido como producto de ntcleos

Frx) () ZKhx—xz o(y = i)-

Por lo tanto, podemos estimar el numerador r(x) de (2.3) por la expresién

R ~ 1« —Yi
ule) = [uaintends = =3 Kate—a) [Lx (L2) ay
1=1

g
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- %ZKh(a; — x;) /(sg +yi) K (s) ds
i=1

1 n
= =Y Knlx—z)y
n =1

y obtenemos de esta forma el estimador de Nadaraya (1964)-Watson (1964) de la funcién de regre-

sion m N "o
T/f\Ln(JE) _ ’rzb(x) _ Zzzl h(x_xi)yi
falz)  2j=1 Knlz — )
que es un estimador natural de la esperanza condicional ya que en el caso en que K (u) = (1/2)I[_1 1j(u)

obtenemos el promedio de las respuestas y; correspondientes a valores de la covariable x; cercanos
a x, o sea, tales que |z; — x| < h. Algunos puntos significativos son:

(2.4)

» Reescribiendo (2.4) como

7’75 x:n Kp(x — ;) ':n ()
n(T) Z <Z;}:1 Kp(x _xj)) Yi ;WM( )Yi

i=1

se revela que el estimador de Nadayara-Watson puede ser visto como un promedio pesado
(local) de las variables respuesta y; ya que Y ;" ; Wy(z) = 1.

= Notemos que, tal como ocurre con los estimadores de densidad basados en nticleos, la ventana
h determina el grado de suavidad de m,. Si h — 0, entonces W,;(z) — 1 si x = z; y no
estd definida en otro caso. Por lo tanto, en una observacién x;, m, converge a y;, es decir,
tenemos una interpolacién de los datos. Por otro lado, si h — oo luego, W,;(z) — 1/n para
todo z, y m,(z;) — ¥, es decir, el estimador es una funcién constante que asigna el promedio
muestral a cada x. Lograr elegir h de manera de tener un buen compromiso entre sub y
sobresuavidad es nuevamente un problema crucial.

» Si el denominador de W,,;(z) es igual a 0, el numerador también es igual a cero y la estimacién
no esta definida. Esto puede ocurrir en regiones donde los datos son escasos.

2.2.2. Propiedades estadisticas

En esta seccién, nos interesa describir las condiciones bajo las cuales los estimadores de nticleos
resultan consistentes. Limitaremos nuestra descripcién a la consistencia débil de los estimadores y
daremos una expresién para el error cuadratico medio asintético.

Consideraremos el siguiente conjunto de hipétesis
Al [|K(u)|du < oo,
A2 limy oo uK(u) — 0,
A3 E(Y?) < oo,
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A4 h, — 0, nh, — .

El siguiente Teorema cuya demostraciéon puede verse en Héardle (1990) establece la consistencia
débil puntual de los estimadores m,(z) de la funcién de regresién. Para obtenerla basta mostrar
que tanto el numerador como el denominador de m,(x) convergen a m(x)fx(x) y fx(x), respecti-
vamente, de donde se obtiene facilmente el resultado.

Teorema 2.2.1. Supongamos que (z;,y;), 1 < i < n son independientes e idénticamente dis-
tribuidas, tales que E(y;|z;) = m(x;). Supongamos ademds que se cumplen A1 a A4. Sea x un
punto de continuidad de m(z), fx(z) y de o*(x) = Var(Y|X = z) tal que fx(z) > 0, entonces el
estimador definido en (2.4) cumple que M, (z) == m(z).

Como es bien sabido, el error cuadratico medio, que indicaremos MSE, tiene dos componentes,
un término de varianza y uno de sesgo al cuadrado. Para el caso del estimador de regresiéon basado
en nucleos, el desarrollo siguiente permite obtener esa descomposicién (ver, Prakasa Rao, 1983).
Como My, (z) = 7y (x)/ fn(z) tenemos

_ n(2) Fa() Fu(z)
Mp(x) —m(xr) = — —m(x +<1—
@) =miz) {M@ (%Lm> fx(@)
Fu(@) = m(@)ful@) | fx (@) = Ful@)
= + 1mp(xr) —mlx)j ————.
@) {mn(z) —m(z)} @)
Se puede ver que de los dos términos del lado derecho, el primero es el término lider en la distribucién
de my, (x) —m(x), mientras que el segundo término puede despreciarse. Por lo tanto, asintéticamente

~ 2
mewmm}

fx(x)

Teorema 2.2.2. Supongamos que (x;,y;), 1 < i < n son independientes e idénticamente dis-
tribuidas, tales que E(y;|z;) = m(x;). Supongamos ademds que se cumplen A1 a A4. Sea x un
punto de continuidad de m(z), m'(z), m"(z), fx(x), fi(z) y de c*(z) = Var(Y|X = z) tal que
fx(z) > 0, entonces se tiene que

o?(x m' (x m!(z) o (2) ) 2
MSE{, ()} ~ n_lhfx((a;))HK”% - h4{ ; )+ ;}3{;( )} p3(K) = AMSE(n, h)  (2.5)

donde pa(K) = [w*K(u)du y |K|3 = [ K?(u)du.

el MSE de m,,(z) puede ser aproximado a partir de E {

El primer sumando de AMSE(n, h) corresponde a la varianza mientras que el segundo al sesgo.
Como vemos esta expresién muestra que es necesario un compromiso entre ambos ya que valores
grandes de la ventana aumentan el sesgo mientras que disminuyen la varianza y reciprocamente.

o 2(2) ") | @) @)
o (x 9 [ m"(x m'(z)fx(z 9
e L -

entonces, tenemos que AMSE(n,h) = C1/(nh) + h*Cs. Minimizando esta expresién con respecto
a h, obtenemos la ventana 6ptima, en el sentido de minimizar el error cuadrético asintético es
hopt = (01/402)1/5n_1/5, es decir, tiene orden n~/5. Por otra parte, AMSE(n, hopt) tiene orden
n?/% es decir, que la tasa de convergencia de estos estimadores es més lenta que la del estimador
de minimos cuadrados en el modelo de regresion lineal pero es la misma que la del estimador de la
funcién de densidad.
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2.3. Otros estimadores para el modelo de regresion univariada

2.3.1. Regresién polinomial local y estimacion derivada

El estimador de Nadayara-Watson puede ser visto como un caso especial de una clase més amplia
de estimadores de regresiéon basados en ntcleos. Este estimador corresponde a ajustar localmente
por minimos cuadrados una constante a las respuestas. Para motivar ajustes localmente lineales y
ajustes localmente polinomiales de mayor orden, consideremos la expansién de Taylor de la funcién
m, que supondremos lo suficientemente suave para que el desarrollo sea valido, alrededor de x
1
pl
para todo punto t en un entorno del punto x. Esto sugiere una regresion polinomial local, que
busca ajustar un polinomio de grado p en un entorno de z, incluyendo pesos basados en nicleos
en el problema de minimizacion para penalizar observaciones correspondientes a valores de las

covariables alejadas de z y dar mayor preponderancia a las respuestas y; correspondientes a valores
de x; cercanos a x. Es decir, resolvemos

m(t) = m(z) +m/ (@)t —z) + ... + mP) (2)(t — z)P— (2.6)

B( = argmin Z{yl Zﬂk — )"V K (2 — ), (2.7)

BERPHL =1

donde B = (fo, B1,...,0p)" es el vector de coeficientes. El resultado es un estimador de minimos
cuadrados pesados con pesos Kp,(z — X;). Usando la notacién

1 z1—2 (z1—-2)% ... (z1—2)P Y1
1 29— (z2—2)% ... (z2—z)P Y2
P = Y = ;
1 zp—2 (7, —x)? (xp — )P Yn
Kp(x —x1) 0 0
0 Kh(a: - 332) 0
W= . )
0 0 N Kh(x — xn)

B(:E) con la férmula usual del estimador de minimos cuadrados pesados
B(z) = (P'WP) 'P"Wy.

Es importante notar que, en contraste con la versién paramétrica de minimos cuadrados, este
estimador varia con x. Por lo tanto, esto es realmente una regresién local en el punto . Denotemos
las componentes de B(x) por By(z), ..., Bp(z). El estimador polinomial local de la funcién regresora

m se define como my ,(z) = fo(x) ya que en el desarrollo (2.6) corresponde al primer término.
Toda la funcién m,,,, se obtiene variando x en la regresiéon polinomial local anterior.

Observemos que para el caso en que p = 0, B(az) se reduce a Bo(:E), lo que significa que el
estimador localmente constante no es mas que el estimador Nadayara-Watson, es decir,

> i1 Kn(x — 2i)y;
Z?:l Kp(xz — x;)

mon(z) = My(x) =
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Para el caso en que p = 1, el estimador localmente lineal estd dado por
M1n(z) = e (P"WX) 1P Wy

donde eg = (1,0, ...,0). Este ajuste localmente lineal, a diferencia del ajuste por Nadayara-Watson,
reacciona mas sensiblemente en los extremos del ajuste y produce menos sesgo en la frontera del
soporte. El error cuadratico medio asintético del estimador de regresién localmente lineal estd dado
por

1 o%(x)
nh fx(x)
El AMSE en este caso difiere del AMSE del estimador Nadayara-Watson solamente en el sesgo. Es
facil ver que el sesgo en el ajuste localmente lineal es independiente del diseno y desaparece si
m es lineal. Entonces, el ajuste localmente lineal puede mejorar la estimacién en regiones con
observaciones dispersas. Se puede ver también que el sesgo del estimador localmente lineal tiene la
misma forma que para el caso de un diseno fijo.

4
AMSE{m 5 (7)) = 1113 + hz{m’/(w)}%%(ff)-

Para estimar funciones de regresion, los ofdenes p usualmente utilizados son uno (localmente
lineal) o tres (regresién localmente ciibica), en general ocurre que los érdenes impares son mejores
que los ordenes pares. Tal como ocurre para otros métodos basados en nitcleos, la amplitud h
determina el grado de suavidad de m,,. Una ventaja adicional de la aproximacién localmente
polinémica es que provee una ficil manera de estimar las derivadas de la funcién m. La aproximacién
natural serfa estimar m por m y luego computar las derivadas de m. Sin embargo, un método
alternativo y més eficiente se obtiene al comparar (2.6) con (2.7). A partir de esto, tenemos el
estimador localmente polinomial de la derivada de orden v de la funcién de regresién esta dado por
fﬁg%(x) = 1/![/3\,,(3:). Usualmente, si se desea estimar la derivada de orden v, el orden del polinomio
esp=v+lop=v+3.

2.3.2. Estimador basado en vecinos mas cercanos

El estimador basado en los k vecinos més cercanos (k—NN) puede verse como un promedio
pesado de las variables respuesta en un entorno de x, con la importante diferencia de que la
amplitud del entorno no es fija sino variable. Para ser méds especificos, los valores de las respuestas
usados para computar el promedio son aquellos que corresponden a los k valores observados de
las covariables més cercanos al punto z, punto en el que queremos estimar m(x). Formalmente, el
estimador k—NN puede escribirse como

=1

donde los pesos {Wp;(x)}"; estdn definidos como

[ 1k sii€ iy,
Whi(z) = { 0 caso contrario

con el conjunto de indices Jj , = {7 : x; es una de las k observaciones més cercanas a x}. Notemos
que k = k, es el pardmetro de suavidad de este estimador. Incrementar k£ hace mas suave la
estimacién.
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El estimador k—NN puede verse como un estimador basado en nticleos con nicleo uniforme
K(u) = (1/2)Ij_11)(u) y amplitud variable R = R(k), donde R(k) es la méxima distancia entre x
y sus k vecinos més cercanos. Es decir, en primer lugar ordenamos las distancias D;(x) = |x; — x|
de menor a mayor, sean D (z) < D@ (z) < ... D™ (z) los estadisticos de orden, entonces R(k) =
DW(z), Jpo={i:|v; —2| < R(k)} y

m (ZE) _ Z?:l KR(:E B xl)yl )
" >ie1 Kr(z — )

Esta forma de escribir el estimador de vecinos maés cercanos permite introducir una familia mas
general de estimadores que son los esimadores de vecinos més cercanos con nucleo. Sea K un nucleo,
y sea R = R(k) la distancia de z a su k—ésimo vecino més cercano, el estimador de vecinos més
cercanos con nucleo se define como

n
_ zi:1 Kr(x —z;)y;
- n
zi:1 Kgr(z — x;)
El siguiente resultado da condiciones para su consistencia débil, ya que obtiene aproximaciones
para su sesgo y varianza.

My ()

(2.9)

Teorema 2.3.1. Supongamos que lim, o k = oo, lim, o k/n = 0 y se cumplen A1 a A3.
Entonces, si m,,(x) indica el estimador definido en (2.9) se tiene que

5 - 20 (x)
Var{in@)} ~ 20K

Observemos que eligiendo k = 2nhfx(z) obtenemos un k-NN estimador que es aproximada-
mente idéntico a un estimador basado en nicleos con amplitud de intervalo h en los términos
principales del MSE.

Existen otras familias de estimadores que son los basados en splines o en series ortogonales. Una
descripcién de los mismos y de sus principales propiedades puede verse en Prakasa Rao (1983).

2.4. Seleccion del parametro de suavidad

Como hemos visto la ventana o el parametro de suavizado h o el nimero de vecinos k tienen un
papel fundamental en el momento de elegir el estimador ya que determinan la forma del estimador
resultante. En esta seccidn, nos interesard describir métodos para elegir una “buena” ventana
en el caso de estimaciéon basada en niucleos. En primer lugar, la ventana debera tener deseables
propiedades tedricas. En segundo lugar, deberd ser aplicable en la practica. Considerando la primera
condicién, se han propuesto diversas medidas de cudn cerca estd la estimacién a la verdadera
funcién.

= El MSE mide el desvio al cuadrado del estimador m,, de m en el punto z. Si estamos interesados
en cuan bien estimamos a la funcién m debemos utilizar una medida global de cercania del
estimador a la verdadera funcién.
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» El error cuadrdtico integrado (1SE) definido como
ISE(h) = ISE{m,, } = / {fn(z) — m(z)Yw(z) fx (z) dx

es una medida de discrepancia global. La funcién w(z) es una funcién que se introduce para
dar distinto peso a diferentes regiones, por ejemplo, si queremos reducir el efecto de frontera
o en regiones de datos ralos, para reducir la varianza en esa regién. Sin embargo, ISE(h) es
una variable aleatoria dado que diferentes muestras produciran diferentes valores de m,,(z),
y por lo tanto diferentes valores de ISE, lo que complica su comparacion.

» El error cuadrdtico integrado medio (MISE) se define como

MISE(h) = MISE{m, } = E{I1SE(h)} =

/ /[/ {7 () — m(x) P w(@) fx (a )dfﬂ} F@1 e Ty Y1y s Yn) dy - dagdyy . dyy,

y tiene la ventaja de que no es una variable aleatoria.

» El error cuadrdtico promediado (ASE)
R T
ASE(h) = ASE{7n} = — D Afn(ay) = m(z;)Yw(z;)
j=1

es una aproximacion discreta de ISE, y tal como ocurre con ISE es una variable aleatoria y
una medida de discrepancia global

s El error cuadrdtico medio promediado MASE
MASE(h) (21,0, - -, Tn,0) = MASE{m, } = E{ASE(h)|z1 = Z1,0,...,%n = Tpno}

es la esperanza condicional de ASE. Luego, variando los posibles valores de las variables
aleatorias z1,...,T,, podemos ver a MASE como una variable aleatoria.

Una eleccién natural de medida de discrepancia para derivar una regla para la eleccién de h
seria MISE o su version asintotica AMISE ya que esta medida es la utilizada para seleccionar la
ventana éptima en el caso de estimacién de densidades o de regresién. Sin embargo, como hemos
visto la ventana éptima depende de las derivadas de la funcién de regresion y de densidad que son
desconocidas.

Discutiremos dos aproximaciones para su aplicabilidad: convalidacién cruzada y términos de
penalidad. Por simplicidad, nos restringiremos a la seleccién de la amplitud del intervalo para el
estimador de Nadayara-Watson. Para este estimador se puede ver que ASE, ISE y MISE conducen
asint6ticamente al mismo nivel de suavidad (ver Hérdle, Miiller, Sperlich y Werwatz, 2004). Por lo
tanto, podemos usar el criterio que es mas fécil de calcular y manipular la versién discreta ASE(h).
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2.4.1. El error cuadratico promediado

Queremos encontrar la amplitud de intervalo A que minimice ASE(h). Observemos que
1< 1< 1<
ase(h) = —~ Z;mz(ﬂfz’)’w(l’i) +o Z; e (xi)w (@) — 2— Z;m(xi)mn(xi)w(xi)’
1= 1= 1=

Por lo tanto, su esperanza condicional, MASE, estd dada por

MASE(h)(Z1,0, - -+, Tno) = E{ASE(h)|21 = T10,...,Tn = Tno}
1 & . _
= - Z [Var{mn(xi)\xl =Tl Ty = Tpof + sesgo? { My, (z;)|z1 = Lloy-e- &y = xno}] w(z;).
i=1

Ambos MASE(h) y ASE(h) dependen de m, la funcién que queremos estimar. Luego, si, por ejemplo,
lo que queremos es graficarlos serd necesario reeplazarla por una aproximacién basada en la muestra.
Una manera sencilla e ingenua de hacer ésto es reemplazar m(z;) por las respuestas y;, es decir,
considerar

p(h) = = 3 fyi — () us),
i=1

llamado estimador resustituido y que es esencialmente una suma pesada de residuos cuadrados
(RSS). Sin embargo, hay una problema con esta aproximacién ya que y; es usado en my(x;) para
autopredecirse con lo cual p(h) puede hacerse arbitrariamente pequenio cuando h — 0. Se puede
ver también que p(h) es sesgado como estimador de ASE(h). En las dos secciones que siguen se
describen dos maneras de resolver este problema.

2.4.2. Convalidacién cruzada

El método de convalidacién cruzada resuelve el problema descripto para p(h), en que y; es usado
en my,(z;) para autopredecirse, ya que utiliza el estimador leave-one-out

Zj;ﬁi Kn(wi — x;)y;
Zj;éi Kn(2; — z;)

Esto es, en la estimacién de m, en x; la i—ésima observacion es excluida. Esto resulta en la funcién
de convalidacién cruzada

My, —i(2) =

ov(h) = % Z {yi — M —i(25) Pw(a;).
=1

Se puede mostrar que minimizar ¢v(h) es (en promedio) equivalente a minimizar ASE(h). Podemos
concluir entonces que tomando como regla para la eleccién de la amplitud de intervalo aquella que
consiste en “elegir h que minimice Cv(h)”, esta regla resulta ser teéricamente deseable y aplicable
en la préctica.
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2.4.3. Funciones penalizadoras

Recordemos que E{p(h)|z1,...,x,} # E{ASE(h)|x1,...,z,}. Sin embargo, esta discrepancia
entre ambas no es del todo importante siempre y cuando la ventana h que minimiza E{p(h)|x; =
Tl,0,.--,%Tn = Tno} Sea la misma que la que minimiza E{ASE(h)|z1 = Z1,,...,Zy = Zpe}. De-
safortunadamente, ésto no ocurre. La aproximacién de la funcién penalizadora corrige el sesgo
multiplicando p(h) por un factor de correccién. La “versién corregida” de p(h) puede escribirse
como

G(h) = % D Ay = () P8 (Wi () w(y)
1=1

con funcién de correcciéon W. Si consideramos a ¥ con expansién de Taylor de primer orden dada
por ¥(u) = 1+ 2u + O(u?) y al reemplazarla en G(h) ignoramos los términos de orden superior,
se puede ver que asintéticamente G(h) es igual a ASE(h). Varias funciones penalizadoras han sido
introducidas, cada una de ellas da distinto peso relativo a la varianza y sesgo de m,(x). Una
descripcién de las mismas puede verse en Hardle, Miiller, Sperlich y Werwatz (2004).

Si denotamos % a la amplitud de intervalo que minimiza G(h)y ho a la que minimiza el ASE(h)
entonces, para n — 00

ase) o

ASE(TLO) /}\lo

Por lo tanto, elegir la amplitud de intervalo minimizando G(h) es otra “buena’ regla de eleccién de
amplitud para la estimacién de regresién basada en nticleos. Resultados analogos pueden obtenerse
para regresion local polinomial.

2.5. Regresion multivariada basada en nucleos

En esta seccién, estaremos interesados en especificar como la variable respuesta Y depende del
vector de variables X, o sea, nuestro objetivo serd estimar la esperanza condicional

E(Y|X) = E(Y|Xy,...,X4) = m(X),

donde X = (X1,...,X4)". Como en la seccién 2.2, supongamos que el vector (X,Y’) es un vector
aleatorio con funcién de funcién de densidad conjunta f(x,y), entonces

by = 120y r)
E(Y\X)—/yf(y! )dy = xx)  fx(x)

Reemplazaremos la densidad multivariada f(x,y) por un estimador de densidad basado en ntcleos
definido por

Fum(y,x) = % > En(yi — y)Ku(x; — x)
i=1

donde K : R — R es una funcién nticleo, H es una matriz no singular y K : R* — R es tal que X > 0
y [K(u)du =1y Kg(u) = (det(H)) 'K (H 'u). Llamaremos a K funcién nicleo multivariada.
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Reemplazaremos también fx(x) por el estimador de densidad basado en ntcleos
Felx) = 23" Kt - )
X)=— X — X;).
X n 2 H

Obtenemos asi el estimador generalizado de Nadaraya-Watson definido por
’I’/f\LH(X) _ Zz%l ICH(X - Xi)yi )
> i1 Ku(x — xi)

Por lo tanto, el estimador de regresién multivariado basado en nticleos es nuevamente una suma
pesada de respuestas observadas y;.

(2.10)

2.5.1. Propiedades estadisticas
En Hardle, Miiller, Sperlich y Werwatz (2004) se muestra que, si ['uk(u)du =0, [uu"K(u)du =
w2(K)I4, bajo condiciones de regularidad, en el interior del soporte de fx

Vin () HHV () L ) trana (FUHo (x)H)

Sesgo{mu|x1,...,Xn} =~ p2(K)

fx(x) 2
Var{fislx1, .. %n} ndetH”KH%fx(zZ)

donde V,,(x) y Hpm(x) indican el gradiente y hessiano de m, respectivamente.

Un caso particular de Kg(u) corresponde a la situacién en que la matrix de suavizado H = h,,I.
En ese caso, (2.10) puede escribirse como

ZIC <X];nxi> Yi

M (x) = =5 — (2.11)

Los siguientes resultados pueden verse en Devroye (1978) y establecen la consistencia fuerte uni-
forme sobre compactos del estimador definido en (2.11). Estos resultados serén utilizados poste-
riormente en el Capitulo 5 para obtener la consistencia de los estimadores para el modelo aditivo
cuando las respuestas son faltantes al azar.

Sea (x;, y;)"_, una sucesién de vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos en
RYx R. Sea (X, Y) un vector aleatorio con la misma distribucién que (x;,y;) y m(x) = E[Y|X = x].
Denotemos por i a la medida de probabilidad de X.

Definicién 2.5.1. Diremos que (y;);"; es una sucesién uniformemente acotada si |Y —m(X)| < ¢
casi seguramente para algin ¢ < co.

Definicién 2.5.2. Diremos que (y;)I; es una sucesién uniformemente Gaussiana generalizada si
para algin ¢ > 0 y ¢ > 0 se cumple
o222 1

sup B[NV X)) |X] < ¢20-159 | para todo  |[A| < = .
o C
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Observaciéon 2.5.1. Si las observaciones son uniformemente acotadas es facil ver que son uni-

formemente Gaussianas generalizadas. También lo son si son normales, es decir, si YV|X = x ~
2 2

N(m(x),0%(x)) ¥ Supxepre 0°(x) < 00).

Sea ||.|| una norma en R?. Consideraremos las siguientes hipétesis que pueden dividirse en tres
grupos, hipdtesis para el nticleo K, hipotesis sobre la sucesién h, y una hipdtesis sobre la medida
de probabilidad u.

Hipdtesis sobre el nicleo

K1. K : R? — R es no negativa, acotada y JK(u) du < .

K2. K(x) = K(||x||) para alguna funcién no decreciente K tal que
i) ulK(u) — 0 cuando u — oo,
ii) K(u*) > 0 para algin u* > 0.

Hipodtesis sobre el parametro de suavizado

H1. h, — 0y nhl/logn — oo.

Hipodtesis sobre la medida marginal de X

X1. Existen a,b > 0 tal que infxe 4 u(S(x,7)) > ar?, para todo r € [0,b], donde S(x,7) es la esfera
cerrada con centro x y radio r.

Observacion 2.5.2. Supongamos que X tiene densidad fx continua y estrictamente positiva en
su soporte sop(fx). Luego, si A es compacto y A C sop(fx), se cumple X1.

Luego, tenemos el siguiente teorema

Teorema 2.5.3. Sea (x;,y;);_, una sucesion de vectores aleatorios independientes e idénticamente
distribuidos y tal que (y;)}—; es una sucesion uniformemente Gaussiana generalizada. Sea my,(x) el
estimador de Nadaraya-Watson definido en (2.11). Sea A un conjunto compacto y supongamos que
se cumplen K1, K2, H1 y X1 y que ademas m es acotada y continua en el soporte de u, entonces

sup |7, (x) — m(x)] <5 0.

x€EA



Capitulo 3

Modelos aditivos y efectos marginales

3.1. Introduccion

Sea Y la variable dependiente y X un vector d-dimensional de variables explicativas. Considere-
mos la estimacién de la funcién de regresion m(X) = E(Y|X). Hemos visto que cuando d = 1 y la
funcién de regresion tiene segunda derivada continua, la tasa del error cuadratico medio asintético
era n?/®. Para el caso multidimensional, Stone (1985) mostré que la tasa de convergencia ptima
para estimar m es n/(25t4) con k el indice de suavidad de m. Por lo tanto, altos valores de d llevan
a una tasa de convergencia mas lenta. Este hecho estd asociado al fenémeno de entornos cada
vez mas ralos al aumentar la dimension que hemos descripto en el Capitulo 1. Para resolver este
problema, se introdujeron los modelos aditivos. Una funcién de regresion m satisface un modelo
aditivo si tiene la forma

d
m(X) =c+ Z ga(Xa) (3'1)
a=1

donde g, son funciones noparamétricas unidimensionales que operan en cada elemento del vector
de variables explicativas. Stone (1985) mostr6 también que bajo un modelo aditivo la tasa éptima
para estimar m es la tasa uno-dimensional n"/(2+1) Hablamos entonces de una reduccién de la
dimension. Los modelos aditivos combinan la flexibilidad de los modelos noparamétricos con la
simple interpretacién del modelo lineal estandar.

Buja, Hastie y Tibshirani (1989) y Hastie y Tibshirani (1990) propusieron un procedimiento ite-
rativo denominado backfitting para estimar las componentes aditivas. Mas recientemente, Tjgstheim
y Auestad (1994) y Linton y Nielsen (1995) introdujeron un método no iterativo para estimar los
efectos marginales que definimos como la esperanza de Y respecto del error aleatorio € y de todas
las covariables excepto X, que se deja fija. El efecto marginal dice cémo varia Y en promedio al
variar X,. Notemos que los efectos marginales coinciden con las componentes aditivas g,, excepto
por la constante ¢, si la verdadera funcion de regresién m es efectivamente aditiva. La idea de este
método consiste en primero estimar el funcional multidimensional m y luego usar el procedimien-
to denominado integracion marginal que describiremos en la seccién 3.2 para obtener los efectos
marginales.

Antes de comenzar con la descripcion del procedimiento de integracién marginal, recordemos

15
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el modelo que utilizaremos de aqui en mas. Para mayor generalidad supondremos un modelo de
regresion heterosceddstico, es decir, supondremos que ¥ = m(X) + o(X)e donde E(e|X) =0y
Var(e|]X) = 1. En general, llamaremos v = o(X)e a la componente del error. Consideraremos
el problema de estimar, basados en la muestra aleatoria {(x;,y;)}!", la esperanza condicional
de Y dado X, o sea, la funcién m(x) que supondremos satisface el modelo aditivo (3.1). Las
funciones componentes g,(.) de (3.1) explican el impacto especifico de la componente particular
X, en la respuesta Y. Para que el modelo sea identificable, necesitamos agregar alguna restriccion.
Consideraremos que

Ex {9.(Xa)} =0 Va . (3.2)

Luego, E(Y) = c. La constante ¢ puede ser facilmente estimada con un orden de convergencia y/n
mediante el estimador ¢ = g = % >, yi, por lo que en cuanto al comportamiento asintGtico de los
estimadores de g, no hay pérdida de generalidad al suponer que ¢ = 0.

3.2. Estimador de integracion marginal

Este procedimiento busca estimar los efectos marginales de las variables regresoras X,. In-
diquemos por X, al vector de todas las variables explicatorias menos la X, es decir, X, =
(X1,... s Xa—1, X(ag1)s - - - ,Xq)" vy por fo su densidad conjunta que suponemos existe. El efecto
marginal de una variable explicatoria dice como cambia Y en promedio si esa variable varfa. En otras
palabras, el efecto marginal representa la esperanza “condicional” que indicaremos E¢ x, (Y| Xq),
donde la esperanza no es sélo respecto del error de distribucién sino también de todas las varia-
bles regresoras excepto X, que permanece fija. Observemos que hasta este momento habiamos
suprimido el € en las esperanzas condicionales, éste es el tinico caso donde necesitamos mencionar
explicitamente en qué distribucion estamos calculando la esperanza.

Como ya lo hemos mencionado, cuando se cumple el modelo aditivo (3.1), los efectos marginales
corresponden a las funciones componentes aditivas g, + c. El estimador aqui estd basado en la idea
de integracién, proveniente de la siguiente observaciéon. Notemos por f, la densidad marginal de
X, Por (3.2) tenemos que Ex, go(Xo) = [ga(t)fa(t)dt =0, para todo 1 < a < d. Si ahora m(X)
cumple el modelo aditivo (3.1), tenemos que

/m(X)fg(Xg)Hka = By, {et (X + Y g(X0) b = et aa(Xa). (33)
k#a k#a

Notemos que la expresion anterior coincide con E.x_ (Y'|X,). Para ilustrar el procedimiento de
integracién marginal daremos un ejemplo.

Ejemplo 3.2.1. Supongamos que tenemos un proceso de generacion de datos que cumplen el modelo
Y =4+ X? +2sin Xy + u,

donde X1 ~ U[-2,2] y Xo ~ U[-3,3] y u es una variable aleatoria tal que E(u) = 0 pero
eventualmente heterosceddstica. La funcion de regresion es igual a m(xi,z2) = E(Y|X = x) =
4+ x% + 2sinxo. En consecuencia, tenemos esperanzas marginales

3
1
EXz{m(Xl,Xg)}:/ 6{4+X12+2.sinu} du =4+ X7}
-3
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21 1
Ex, {m(Xy,X2)} = /21 {4+u*+2.sin Xp} du= ?6 + 25sin Xy .

Las componentes aditivas deben estar normalizadas de modo tal que Ex_go(Xs) = 0. Por lo tanto,
.o . 2 4 o .

obtenemos las szglyuzentes funciones componentes gi(z1) = x{ — 3 Y g2(z2) = 2sinxg y la constante

c esigual a c = 36.

Para estimar simultdneamente las funciones y sus derivadas se combina el procedimiento de
integracién marginal con aproximaciones localmente polinomiales. Una aproximacién basada en
polinomios de orden 0, o sea, ajustando localmente una constante, es posible si sélo interesa esti-
mar la funcién de regresién y no las derivadas de cada componente, esta aproximacién es la que
presentaremos en la secciéon 3.2.1. Una propuesta que mejora a la anterior en presencia de un
numero alto de covariables se presenta en la seccion 3.2.2. Discutiremos brevemente en la seccién

3.2.3 cémo estimar los términos de interacciéon cuando el modelo aditivo no se cumple exactamente.

3.2.1. Estimacién de los efectos marginales

A fin de estimar el efecto marginal g, (), la ecuacién (3.3) sugiere el siguiente procedimiento.
En primer lugar, estimar la funcién m con un suavizador multidimensional m y luego integrar
sobre todas las variables salvo X, respecto de un estimador de la densidad f,. En la estimacién,
el procedimiento de integracion puede ser reemplazado por un promedio tomado en todas las
componentes que no son la de interés, es decir, sobre X,. El estimador resulta ser entonces

— 1

{galz) +c} = ” Zﬁl(x,xm),
i=1

donde por simplicidad de notacién, indicamos por (z, X;,) al vector que tiene la componente « igual
a r y todas las demds iguales a x;;, j # «. Notemos que para obtener los efectos marginales, sélo
integramos m sobre todas las otras direcciones «. En caso de aditividad, estos efectos marginales
son las funciones componentes aditivas g, mads la constante ¢ que, como ya hemos mencionado,
puede ser estimada consistentemente con tasa /n usando ¢ = 7. Por lo tanto, un posible estimador
para g, es

. I - _
Jalz) =~ Z;m(x, Tia) — T
1=
El estimador obtenido centrando las marginales, es decir, si definimos el estimador de g, como

Gal) = {9alo) T €} = S {galmia) + e} =~ D e, 7i0) = - D0~ S Mlria ki) (34)
=1 =1

i=1 " ¢=1
tiene el mismo comportamiento asintético que el obtenido centrando usando .

Nos queda por discutir cémo obtener un estimador razonable m(z,%,). En principio, éste
podria ser cualquier estimador noparamétrico multivariado de los descriptos en el Capitulo 2. En
particular, si usamos el estimador de ntcleos

~ Z?: Khn (xioz - xa)K;H(Xia - Xa)yi
mn(xomxg) = nl K L IC _ __ 9
2]:1 h (Tja — Ta)KH(Xja — Xa)
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obtenemos .
~ 1 2iny Kn, (Tia — 20)Ka(Xia — Xa)yi
Ja(Ta) = —~ Z e -7
n /=1 Zj:l hn (:I:]a - ':UQ)ICH(XJQ - Xg)

Estimadores basado en polinomios locales pueden verse en Hardle, Miiller, Sperlich y Werwatz
(2004).

3.2.2. Estimacién de tasa optima basada en integracién marginal en presencia
de muchas covariables

Para el caso bivariado, Linton y Nielsen (1995) mostraron que integrar el estimador de Nadaraya-
Watson produce estimadores de las componentes marginales que son asintéticamente normales
con tasa de convergencia 6ptima. Algunos desarrollos heuristicos, basadas en la consistencia del
estimador piloto sugieren que el estimador no convergeria con tasa de convergencia optima en
presencia de méas de cuatro covariables. Para resolver este problema, Hengartner y Sperlich (2005)
propusieron un estimador inicial m de la funcién de regresién internamente normalizado tal que la
integracién marginal aplicada a este estimador da como resultado estimadores de las componentes
marginales con tasa éptima. La demostracion dada por dichos autores revela que el estimador
piloto sobresuavizara las variables a ser integradas y que el estimador resultante es en si mismo un
suavizador de regresién de menor dimensién. Describiremos brevemente su propuesta.

Consideremos la muestra de observaciones i.i.d. (x;,1;) € R¥!, 1 < i < n y subdividamos las
componentes de las covariables x; = (XZT-71,XZT-72)T € R?, donde Xi; € R%, j =1,2, di + dy = d.
Supongamos ademds que las observaciones tienen densidad conjunta f(x,y) = f(y|x)f(x). Defi-
namos la medida producto @ en R? como Q2(x2) = Q(R™,x5)dx; y sea gdx = dQ, qadxs = dQs.
Sea u = (uy,uz)". Luego, el impacto marginal de X; en Y es

n(u) = Egm(Xy, X)Xy =uy| —p = /}Rdzm(ul,ug)qg(ug)dug — i (3.5)

con p una constante arbitraria. Por lo tanto, 1, es la proyeccién Lo(Q) de m en el espacio de
funciones de u;y.

Supongamos que la esperanza condicional m(u) es aditiva en u; y ug, es decir, m(u) = p +

g1(u1)+g2(ug). Para asegurar la identificabilidad del modelo, agregamos como antes las condiciones

Eqlg1(X1)] = 0 = Eg[g2(X2)]. (3.6)

Obviamente, en este caso, 171 = ¢1.

Como hemos mencionado, la idea central del método de integracién es imitar (3.5) y estimar
la funcién de impacto marginal 7;(u;) integrando un estimador piloto m,(u) de la funcién de
regresién multivariada m(u) con respecto a la medida de probabilidad Q2(us) en R%.

Para ilustrar esto, consideremos la aplicacién del método de integracién al suavizador de regre-
sién multivariado Nadaraya-Watson
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con pesos
d 1 Uy — T
0 — &gl
Wyt = T[ ok (52,
=1 ¢ ¢
siendo K un nucleo fijo y hy,...,hq > 0 los parametros de suavizado. Para que este estimador
d
sea consistente se requiere que lim n H hy = oco. Para funciones de regresién m diferenciables de
n—oo
=1

orden 2, Hengartner y Sperlich (2005) mostraron que el andlisis asint6tico para el estimador de 7,
dado por

m(uy) = /ﬁ@n(ul,ug)qg(ug) duy — /ﬁln(x)q(x) dx

revela que tiene varianza y sesgo cuadrado que son de orden (n H;-llzl hj)_l y 1rillgi<xd hﬁ respectiva-

mente. Esto es porque la integracién actiia como un promedio reduciendo la varianza del estimador
piloto pero dejando el orden del sesgo cuadrado sin cambios. Un balance éptimo para el sesgo
cuadrado y varianza es posible solamente cuando d < 4 + d;. Esto muestra que el estimador de
integracién marginal no tiene tasa Optima en presencia de una cantidad arbitraria de covariables si
utilizamos como estimador inicial el estimador de Nadaraya—Watson. En otras palabras, el método
de integracion sufre de la maldicion de la dimension.

Linton (1997) probé que la varianza del estimador de integracién marginal crece al crecer la
correlacién entre las covariables con lo cual, resulta ineficiente, al menos cuando el modelo es
puramente aditivo.

Para simplificar la notacién, supongamos que y = 0y di = 1, o sea, u = (uy,uz) con
u = (ug,...,uq), Xi1 = Ti1, Xi2 = (Ti2,...,%iq4)", ¥y do = d — 1. Hengartner y Sperlich
(2005) demostraron que bajo ciertas condiciones de regularidad la integracién del estimador piloto
Nadaraya-Watson centrado tiene distribucién asintética normal, es decir, v/nhy (71 (u1) —m1 (u1)) D,
N (by(u1),72(u1)), donde, tal como ocurre con el estimador de regresién de Nadaraya-Watson, el
sesgo depende explicitamente de la densidad de las covariables. Esto es indeseable. Por otra parte,
como el cémputo del estimador requiere de una integracion numérica multivariada, el nimero de
operaciones requeridas es exponencial en la cantidad de covariables. En resumen, este estimador
no se libera completamente de la maldicién de la dimension.

La idea bésica para evitar la maldicién de la dimensién, y al mismo tiempo reducir el costo
computacional, gira entorno de integrar un estimador piloto adaptado al problema, seguido por
una apropiada centralizacién de la componente aditiva estimada. Supongamos por el momento que
conocemos la densidad f(x) de las covariables, y consideremos la estimacién de la componente g1 (uq)
de una funcién de regresién separable m(ui,uz) = g1(u1) + g2(u2) que es s veces continuamente
diferenciable en u;.

Sean Ky, 1 < £ < d nucleos suaves de orden s, es decir, tales que fung(u) du = 0 para
k=0,1,...,s—1y fusKg(u) du # 0. Dadas las ventanas hq, ..., hqg > 0, llamaremos estimador de
regresion multivariado internamente normalizado a

n

_ 1 4 ue— T ”
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Este estimador piloto es mas sencillo de integrar que el estimador de Nadaraya-Watson, y produce
un estimador de ¢1 = 11 + p que puede escribirse como

o1(u1) = / mp(u1, uz)ga(uz) dug
Rdfl

11 Uy — T 1 4 Up — Ty q2(u2)
N N e ]v> X / —K< J’> 22) _du
n ; hil < ha f(w51) {yj Rd-1 <g he ! hy f(xj2|751) 2
1 " 1 (5% —x-1> Cn j
— _ _K ]7 7.7 ,
n; hyt < hq f(wj1)

donde ¢, ; indica la expresién entre llaves. Hengartner y Sperlich (2005) mostraron que este es-
timador alcanza la tasa 6ptima univariada y que mas aun las ventanas he,...,hqy no necesitan
siquiera converger a 0, es decir, podemos sobresuavizar en las demas coordenadas.

En la mayoria de las situaciones la densidad de las covariables no es conocida y por lo tanto,
serd necesario considerar un estimador de la densidad conjunta. Consideraremos el estimador de la
densidad basado en ntcleos. De esta forma el estimador inicial queda definido por

con fn(x) =1 > i—1 Kn(x —x;) el estimador de la densidad f basada en niicleos y K es el niicleo
producto de los d nicleos univariados Ky con ventanas h = (hy,...,hy)". Podemos entonces definir
el estimador de 1 como @(uy) = fRdfl My (U1, u2)g2(uz) duy. Por lo tanto, estimamos la funcién
de impacto marginal 7 (u1) = Eg[m(X1, X2|X; = u1)] — Eg[m(X)] con su contraparte empirica

m(u) = 51(“1)—/¢1(v1)q1(v1)dv1 :/

., 1T7Ln(U1,UQ)QQ(UQ)dUQ—/ﬁLn(’Ul,llg)Qg(llg)ql(’Ul)dUQd’Ul.
Re— R

Andlogamente a lo obtenido en el caso en que la densidad se suponia conocida, intercambiando los
ordenes de integracién y la suma en el primer término de la derecha, tenemos que

N _ L Qa1 (=251 Gy
" duy = — E —K L) =
Pr(u) /Rdlm (1, u2)ga () duiz n = hq < hy ) fn(zj1) 7

donde .
Yj 1 Ug — Xjyp
Cnyj=—=—""—" / —K <7> g2(ug) dug
T falxjolagy) Jre- z:l_I2 he he

Este es un suavizador de regresién internamente normalizado del arreglo triangular de pares aleato-
rios i.i.d. (Xj 1, (s, 5)- Bajo un modelo aditivo de la forma E[Y|X = u] = g1 (u1)+g2(u2), Hengartner
y Sperlich (2005) estudiaron el comportamiento asintético del estimador y mostraron que el esti-
mador de integracién centrado satisface, bajo ciertas condiciones de regularidad, /nhy (71 (u1) —

m (u1)) L, N(b(u1),72(u1)). La varianza asintética 72 es la misma que la del estimador basado en
el estimador de Nadaraya—Watson, mientras que el sesgo asintético difiere ya que se elimina el sesgo
debido al sobresuavizado del estimador piloto en las variables a integrar. Bajo el modelo aditivo
7 (u1) provee un estimador asintéticamente normal de la componente aditiva g;.
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Por otra parte, como las componentes aditivas estimadas son asintéticamente independientes,
este resultado puede ser utilizado para demostrar teoremas sobre la distribucién asintética para
la reconstruccién aditiva de la funcién de regresiéon m, por ejemplo, cuando d; = 1 para todo j y
definimos

3.2.3. Términos de interaccion

Como ya lo habfamos remarcado, la integracién marginal estima los efectos marginales. Estos
son idénticos a las componentes aditivas si el modelo es verdaderamente aditivo. ; Pero qué ocurre
si el modelo subyacente no es puramente aditivo? ;Cémo se comportan los estimadores cuando
hay cierta interaccion entre las variables explicatorias, por ejemplo dada por un término adicional
9oy (Xar X,)?

Una obvia debilidad del modelo aditivo es que estas interacciones son olvidadas por completo.
Por esta razén extenderemos el modelo de regresién con interacciones de a pares, resultando en

d
m(x) =c+ Z ga(xa) + Z Gaj(Za, ;). (3.7)
a=1

1<a<j<d

Aqui usamos 1 < a < j < d para asegurarnos que incluimos cada interaccion de un par sélo una vez.
En otras palabras, estamos suponiendo que g,; = g;. Principalmente, podemos considerar también
términos de interaccion de orden mayor a dos, pero esto haria la visualizacién e interpretacion casi
imposibles. Mas aun, la ventaja de evitar la maldicion de la dimensién se perderia paso a paso.
Luego, nos restringiremos solamente al caso de interacciones bivariadas.

Para el estimador de integracién marginal, términos de interacciéon bivariados han sido estudia-
dos por Sperlich, Tjgstheim y Yang (2002). Ellos proveen propiedades asintéticas y adicionalmente
introducen tests para chequear la significancia de las interacciones.

Para la estimacién de (3.7) con integracién marginal debemos extender nuestra condicién de
identificabilidad (3.2) de modo a incluir condiciones que involucren los términos de interaccién

/gaj(xayxj)fa(xa) dma = /gaj(xayxj)fj(xj) dxj = 07 (38)

con fq, f; las densidades marginales de X, y X; respectivamente.

Como antes, las ecuaciones (3.2) y (3.8) no deben ser consideradas como restricciones sino como
condiciones de identificabilidad. Siempre es posible trasladar las funciones g, y g; sin cambiar las
formas funcionales o la funcién de regresién total. Es decir, en este modelo, las componentes se
identifican salvo una constante aditiva.

De acuerdo a la definicién de X,, notemos por X,; a la variable aleatoria (d — 2)-dimensional
que se obtiene al remover X, y X; de X = (X1,...,Xy4)". Denotaremos las densidades marginales
de X, Xqoj v X por fo(za), faj(Xaj) ¥ f(x) respectivamente.
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Si consideramos nuevamente el procedimiento de integraciéon marginal, obtenemos

(o) = [mlraxa)fale) dro, 1< a < d (39)
0oj(za,xj) = /m(wa,xj,xa_j)fa_j(xa_j) dXay, (3.10)
Caj = /gaj(l‘a,l‘j)faj(l‘a,l‘j)dl‘adiﬂg’ (3'11)

para todo par 1 < a < j < d. Se puede ver que
eaj($aa$j) - ea(xa) - ej(xj) + /m(x)f(x) dx = gaj($aa$j) + Caj

con lo cual, centrando esta funcién de manera apropiada nos daria la funcién de interaccién de
interés.

Usando el mismo procedimiento de estimacion descripto anteriormente, es decir, reemplazando
las esperanzas por promedios y la funcién m por un pre-estimador apropiado, obtenemos estima-
ciones para g, y para los términos de interaccién g,j. Una descripcién puede verse en Hérdle,
Miiller, Sperlich y Werwatz (2004).

Un punto importante a tener en cuenta en integracion marginal es que la estimacién de las
funciones componentes unidimensionales no es afectada por la inclusién de términos de interaccién.
Esto significa que, si estimamos bajo el modelo (3.1) o el modelo (3.7) no cambian los resultados
de la estimacion de las funciones marginales g,,.



Capitulo 4

Estimacion noparamétrica de la
funcion de regresion con datos
faltantes

4.1. Introduccion

El anélisis de regresién de datos faltantes fue desarrollado a partir de Yates (1933) quien propuso
sustituir los datos faltantes por predicciones basadas en minimos cuadrados. Con esta idea de
imputar valores faltantes en el modelo de regresion lineal, Cochran (1968) redujo el sesgo en estudios
observacionales, y Afifi y Elashoff (1969) establecieron resultados sobre sus propiedades asintéticas.
De aqui en més, muchos estudios se enfocaron en modelos de regresién lineal con errores normales
y modelos log-lineales con datos faltantes.

En un modelo de regresion, la inferencia bésica comienza considerando la muestra aleatoria
(xi, i, 0:), 1 <1i <mn. Aqui las covariables x; son observadas, mientras que la variable respuesta y;
no es completamente observada. Para indicar la presencia o ausencia de respuesta introdujimos la
variable indicadora d; que toma el valor 1 si y; se observa mientras que si y; estd faltante d; = 0, para
1 <4 < n. El simple patréon de datos faltantes considerado tipicamente se asocia con el esquema de
muestra doble propuesto por Neyman (1938) para componer la falta de informacién de la respuesta
Y considerando mds (y posiblemente menos costosas) observaciones en las covariables X. En la
practica, estos datos faltantes usualmente ocurren en forma de no-respuestas en muestras basadas
en encuestas.

Un tema de fundamental interés es estudiar el impacto de las observaciones faltantes en el
funcionamiento de los estimadores basados en nucleos. El efecto de tal falta es precisamente cuan-
tificado con el error cuadrético medio asintético (AMSE) del suavizador local utilizado. Un estimador
imputado que ajusta el efecto de la falta sustituyendo las observaciones faltantes con la respecti-
va estimacién basada en ntcleos y que se describe en este Capitulo puede mejorar los resultados
obtenidos. El AMSE muestra claramente como la funcién de nicleos y el valor de la ventana usada
para construir los sustitutos afectan el funcionamiento del estimador imputado.

En este capitulo, supondremos que los datos son faltantes faltantes al azar (MAR). Con una

23
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aproximacién puramente noparamétrica para discutir los datos faltantes, la suposicién de MAR
requiere la existencia de un mecanismo de aleatoridad, denotado por p(X), tal que

P(5=0/X,Y) = P(6 = 1]X) = p(X) (4.1)

vale casi seguramente. Por otro lado, MCAR demandaria que § sea independiente tanto de X como
de Y, es decir, p(X) es idénticamente igual a una constante p entre 0 y 1. En la préctica, (4.1) debe
estar justificada por la naturaleza del experimento cuando resulte legitimo suponer que la ausencia
de Y depende principalmente de X. El modelo de regresion noparamétrica que consideraremos para
los datos incompletos (x;,y;,d;) estard dado por

yi = m(x;) + u; (4.2)

para 1 < i < n. Aqui m es la funcién de regresién, x; son los puntos del diseno, u; son los errores
aleatorios tales que FE(u;) = 0. En este esquema permitimos un modelo heteroscedéstico, en el cual
la varianza de u; puede suponerse dependientes de x;, Var(u;) = o? (x;), es decir, u; = o(x;)e; con
E(e;) =0y Var(e;) = 1.

En contraste de la discusién sobre la estimacién de ciertos parametros globales como la media
de Y, o la funcién de distribucién de Y, el objetivo de este Capitulo es estudiar el comportamiento
del estimador noparamétrico de regresién. Para datos incompletos, es de importancia considerar
un estimador de regresién apropiado y examinar el impacto de las observaciones faltantes en su
funcionamiento.

En este Capitulo, presentamos primero los resultados dados por Chu y Chen (1993) y por
Gonzéalez—Manteiga y Pérez-Gonzalez (2004) que estudiaron el estimador lineal local (LLS) en el
caso de covariables unidimensionales pues, como hemos mencionado, , en el caso de datos completos,
tiene la ventaja de tener menor sesgo asintotico en regiones acotadas del soporte de la densidad de X
y mejor comportamiento en regiones cercanas a la frontera. Luego, en la seccién 4.3 introduciremos
los estimadores que son la propuesta de esta tesis para el caso de modelos aditivos.

Para construir el estimador simplificado en el caso de datos incompletos, un esquema sencillo
usualmente usado es el bien conocido método de cancelacién de a pares (pairwise deletion method).
Dicho método elimina los puntos del disefio x; en {(x;,¥;, )}~ con §; = 0 y trata el resto de
los datos como un conjunto de datos completos, de esta forma se obtiene un estimador llamado
estimador simplificado. Por otro lado, una alternativa natural que sigue la idea de Yates (1933),
sugiere usar el estimador simplificado en x; para imputar la observacién faltante y;, es decir, cuando
d; = 0. Esto provee un estimador llamado imputado. Es de importancia notar que el estimador
imputado es un estimador basado en ntcleos en dos etapas que posiblemente use dos nicleos y dos
amplitudes diferentes.

Para el caso de covariables unidimensionales, Chu y Chen (1993) y Gonzédlez—Manteiga y Pérez—
Gonzalez (2004) compararon ambos estimadores basdndonos en sus minimos errores cuadraticos
medios asintéticos (AMSE). Si las dos amplitudes usadas en las dos etapas de la construccién del
estimador imputado (basado en suavizadores localmente lineales) no son del mismo orden de mag-
nitud, el estimador imputado sera inferior al simplificado en términos de AMSE si la ventana del
estimador imputado tiene mayor orden que la del simplificado. Mientras que, eligiendo apropiada-
mente dos nicleos diferentes con las mismas amplitudes para el estimador imputado, puede verse
numéricamente que es, en general, preferible usar el estimador imputado. Es interesante que es-
encialmente el estimador imputado no produce mayor ventaja cuando usamos el mismo nicleo y
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la misma amplitud en ambas etapas de su construccion. En este caso, sin embargo, si la amplitud
usada en el paso de imputacién del estimador imputado es mas pequena que la usada en la cons-
truccion de la segunda etapa, el estimador imputado puede ser mejor. En la secciéon 4.2 resumimos
estos resultados.

4.2. Estimadores locales lineales para el caso de covariables uni-
variadas y respuestas faltantes

Chu y Chen (1993) propusieron el siguiente procedimiento para estimar la funcién de regresién
cuando hay respuestas faltantes. Para ello, utilizaron los estimadores localmente lineales, indicados
por LLS, que describimos en la seccion 2.3 del Capitulo 2. Presentaremos brevemente su enfoque.

4.2.1. Propuesta de Chu y Chen (1993)

El LLS se puede implementar facilmente usando los datos existentes. Sea K : R — R una funcién
ntcleo. Nuestro primer candidato a estimador de m(z) denotado por SLLS es el que se obtiene al
eliminar todos los pares incompletos y aplicando a la muestra de datos completos el suavizador
local lineal, es decir, minimizando en ag y a1 la funcién

n

Z [yi — ao — a1 (z — 2)]* K ((x — ;) /h)6;. (4.3)

i=1

Como siempre h es la ventana cuya magnitud es la necesaria para lograr el grado de suavidad local
requerido y el valor de h deberd verificar h — 0 y nh — oo cuando n — oo.

Sean ap(z) y ai(x) los valores que minimizan el problema (4.3). Es facil ver que ap(x) puede
expresarse Como

donde a; = [Se — (z — ;) S1]K ((x — x;)/h)d;, con

n

Se =Y (& —x) K((x—2:)/h)d;

1=1

para todo £ > 0. Para evitar que el denominador de ag(x) sea 0, el estimador simplificado, que
indicaremos por SLLS, de m(z) que consideraremos seré el dado por

~ _ Do Y
s () = S i+ nT?

El subindice S en mg(z) se debe justamente al hecho de estar basado en las observaciones existentes.
Se puede ver que el comportamiendo asintético de mg(x) no estd afectado por la cantidad n=2 en
el denominador. Sin embargo, para pequeios valores de n, el valor n~2 podria ser mas grande que
> i aq y por lo tanto, tener una notoria influencia sobre mg(z).
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El sLLs mg(x) sigue el concepto de la eliminacién de a pares, lo que claramente facilita su
célculo en la practica. También resulta natural considerar un estimador en dos etapas, el estimador
imputado localmente lineal que indicaremos por ILLS. En una primer etapa, se puede usar un nicleo
K y una amplitud h para la construccién de un predictor mg(z;) para cada respuesta y; faltante.
Luego, en la segunda etapa consideremos un nicleo L y una amplitud g con los datos obtenidos
completando la muestra mediante los predictores definidos. Especificamente, minimizamos la can-
tidad

n

Z ly; —bo — bi(x — 3)]*L((z — x)/9) (4.4)

1=1

donde yf = 0;y; + (1 — 0;)ms(x;). Nuevamente es facil encontrar una expresién para los valores 50(:17)
y bi(x) que minimizan el problema (4.4) y que corresponde a la dada en la seccién 2.3 del Capitulo
2. El estimador 1LLS de m(z) se define como

Z?:l @yf
Z?:1 Bi +n—?

donde 3; = [Ty — (z — ;)T L((z — x;)/g), con

my(z) =

n

Tr=2) (¢ —z)'Ll(z —:)/9),

i=1

para £ > 0. Aqui el subindice 1 en m,(z) se refiere al hecho de que estamos imputando las observa-
ciones faltantes usando predictores basados en una estimacion inicial.

Los dos estimadores mg(x) y m;(x) son consistentes si la hipétesis de MAR 0 MCAR es correcta. Si
p(X) = 1, ambos estimadores son simplemente el LLS. Por otro lado, si p(X) = 0, las estimaciones
locales son apenas significativas. Luego, el comportamiento asintético de los dos estimadores que
seran estudiados a continuacién supone la funcién p(X) toma valores siempre positivos. Més ain,
serd necesario suponer que en el soporte de X el infimo de la funcién p(X) es positivo.

4.2.2. Propiedades asintéticas

El objetivo de esta seccién es comparar mg(z) y my(z) respecto de su error cuadratico medio
asintotico, AMSE. Para esto, ademads de la hipdtesis MAR en (4.1), necesitaremos algunas notaciones
y condiciones extras. Sea fx(z) y m”(x) la densidad de X y la segunda derivada de m respectiva-
mente, en cada punto de interés x. Las condiciones bajo las cuales se obtiene expansiones para el
AMSE son las siguientes.

C1 fx(z) > 0, p(x) > A > 0 y las funciones fx, p, 02, y m” son Lipschitz continuas en un
entorno de .

C2 a) el nicleo K tiene soporte en [—1,1], K > 0, [ K(u)du = 1. Més atn, K es una funcién
par y Lipschitz continua.

b) el nicleo L tiene soporte en [—1,1], L > 0, [ L(u)du = 1. Mds ain, L es una funcién
par y Lipschitz continua.
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C3 a) la amplitud h, satisface que lim,,_,o hy, = 0 con lim,,_, o, nh, = 0.

b) la amplitud g, satisface que lim, .~ g, = 0 con lim,,_,o, ng, = 0.

Estas condiciones son condiciones usuales, sin embargo, es importante notar que la eleccién de L
con su amplitud g,, constituiran el punto crucial del siguiente teorema que da la varianza y sesgo
asintéticos de mg(z) y my(x). En lo que sigue la notacién 1, > ¢, indica que lim, o ¥y, /¢, = 0.

Teorema 4.2.1. Bajo los supuestos C1 a C3, la varianza y el sesgo de mg(z) y de m,(x) pueden
expresarse asintoticamente a través de

Varlfs(@)] = n'hlo2(@)f(z) p)! / K2(2)dz + o(n "t + bt (4.5)
Sesgolis(z)] = %m”(:n)h% / 2K (2)dz + o(h2), (4.6)
Var[iy(z)] = n~'g,'0%(@)f(z)  vi(x) +o(n g, + g, + hy) (4.7)

~ 1 " 2 2 2 2 2 2
Sesgo[my(x)] = 3m () [gn /z L(z)dz + hiq(x) /z K(z) dz} +o(hi + g:) (4.8)

respectivamente, donde q(z) = 1 — p(x). Por otra parte, v;(x), para i = 1,2, 3, indica las funciones

@) = o) [+ (g0 fh). (q<:c>2p<:c>-1 JLSOLE 2q<:c>K<o>>
w@) = 2@ [G@)LE) +aza AR d:
vz(z) = p(a;)_l/L2(z)dz

donde la funcién A estd definida por A(z) = [L(u)K((z — u)/a)du, en los casos en que hy > gp,
h, = agy, para alguna constante a > 0, y g, > h,,, respectivamente.

En el caso en que la hipdtesis de MCAR valga, los resultados del Teorema 4.2.1 siguen valiendo
con p(x) y q(x) reemplazados por una constante p € (0,1) y ¢ = 1 — p, respectivamente.

Observacion 4.2.2. (El efecto de observaciones faltantes en el SLLS). Por (4.5), las observaciones
faltantes tiene el efecto de incrementar la varianza asintética del mg(z) en un factor de escala
p(z)~1. Acorde con este resultado, cuantas més obervaciones faltantes ocurrieron en un entorno del
punto z, més grande es la varianza asint6tica de mg(x). Por otro lado, por (4.6), las observaciones
faltantes no tienen efecto en el sesgo asintético de mg(z).

Observacion 4.2.3. (Estimacion de p(x)). El valor de p(z) puede estimarse utilizando un LLS
sobre las variables (z;,d;). Como en (4.4), reemplazando y; por J;, obtenemos que el estimador
p(z) de p(x) puede expresarse como

. iy Bidi
plz) = % -



CAPITULO 4: DATOS FALTANTES 28

Bajo las hipdtesis anteriores, si p tiene segunda derivada continua p”, Fan (1993) mostré que la
varianza y el sesgo de p(x) pueden expresarse asintéticamente como

Var[p(z)] = n_lh_lf(:E)_lp(ﬂ:)q(ﬂ:) /K2—|—0(n_1h_1—|—h4),
Sesgo[p(z)] = %h2p(2)(x) /22K+0(h2),

respectivamente.

Observacion 4.2.4. (Comparacion entre los comportamientos del SLLS y el ILLS). Ahora com-
pararemos el comportamiento del mg(x) y el m;(z) en el AMSE cuando K = L. Por (4.5)-(4.8), si
gn>hy, el AMSE de mg(x) es el mismo que el de m;(x). En este caso, mg(z) y m;(x) tienen el mismo
comportamiento en la estimacién de m(z). Por otro lado, si Ay, > gy, el comportamiento de mg(z)
es mejor que el de m,(z), en el sentido de menor valor de AMSE y eficiencia computacional.

Sin embargo, si h, = ag,, para > 0, el comportamiento de m;(z) puede ser mejor que el
de mg(x), en el sentido de menor valor de AMSE. Los estimadores que propondremos se basan en
promedios locales, una aproximacién basada en ajustes lineales locales también seria posible pero
implica un mayor costo computacional teniendo en cuenta que las covariables son de dimensién
d>1.

4.3. Estimadores en modelos de regresion noparameétrica aditivos
con respuestas faltantes

En esta seccién supondremos que las observaciones (x;,y;,d;) son i.i.d. y cumplen (4.1) y sa-
tisfacen el modelo (4.2) donde m cumple el modelo aditivo (3.1). Porpondremos dos familias de
estimadores,

= los basados en la muestra completa, o sea, eliminando todos los pares incompletos y que
llamaremos simplificados, por analogia a la seccién anterior

= los obtenidos imputando las observaciones faltantes mediante el estimador simplificado.

Para el estimador imputado, el procedimiento de imputacién puede realizarse usando predictores
basados en el modelo aditivo o predictores basados en un estimador de la funcién de regresién, como
el de Nadaraya—Watson, que para dimensiones pequenas no presentard problemas computacionales
asociados a la maldicion de la dimension. Por otra parte, como describimos en la seccién 3.2.1,
los estimadores del modelo aditivo podran basarse en el estimador de Nadaraya—Watson o en el
estimador internamente normalizado propuesto por Hengartner y Sperlich (2005).

Consideraremos funciones nicleos multivariadas K y £ tales que K : R¢ — R, £ : R¢ —
R, K >0,L£ >0, [Ku)du =1, [uK(u)du = 0, [uu'L(u)du = p(K)Iy, [L(u)du = 1,
fuL(u)du =0, [uu'L(u)du = pz(L)L;. Por otra parte, H y T' indicardn matrices en R¥9 no
singulares y Kg(u) = (det(H)) 1 C(H tu).
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4.3.1. Estimador simplificado para el modelo aditivo

De acuerdo a lo descripto en la seccién 3.2.1 y utilizando el conjunto de datos completo

{(x4,9i) }s,=1 podemos introducir dos estimadores preliminares de m que indicaremos mé ) y m(z)

y que estan definidos como

Z Ka(x — xi)0:y;

m(x) = = (4.9)
> Ku(x —x;)3;
j=1

n

P x) = Z Ka(x — x;)0;y; ' (4.10)

ZIZKH _X]

Sea ¢ un estimador de ¢ = E(Y'), por ejemplo, podemos considerar los siguientes estimadores de ¢

n n

1 1 Vi
) _ = AN ~2) _ 1 iYi
n ; mg (XZ) & n Z p(xl) )

i=1

donde el ultimo supone que se conoce la probabilidad de falta de respuesta p y ajusta el promedio
al hecho de tener respuestas faltantes.

En base a los estimadores definidos en (4.9) y (4.10) se obtienen, respectivamente, dos esti-
madores de las funciones marginales, el primero basado en el estimador de Nadaraya—Watson y el
segundo internamente corregido

1

/-g\f()ély%(:na) = E "%gl)(:ﬂayxai)_/c\ (4.11)
i=1

/g\g,g(%c) = _Z~(2 xomxoaz —E. (412)

De esta manera, el estimador de la funcién de regresién que hace uso del modelo aditivo queda
definido, respectivamente, por

d

M) = Y Gza) +C (4.13)
a=1
d

P (x) = Y gk + . (4.14)
a=1

4.3.2. Estimador imputado para el modelo aditivo

Como en Chu y Chen (1993), podemos intentar mejorar la estimacién de la funcién de regresion
imputando los datos faltantes. En base a los estimadores descriptos, surgen naturalmente tres
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maneras de realizar la imputacién que indicaremos yi(?), yl-(ll) y yl-(zl) vy que se definen como

uly = ),
u = il (x)
y? = wl?(x).

Observemos que la primera de ellas no hace uso del modelo aditivo y por lo tanto, serd adecuada
cuando se producen alejamientos de dicho modelo. Tiene el inconveniente de sufrir la maldicién de
la dimensién. Los otros predictores de las observaciones se basan en el supuesto de aditividad y es
de esperar que tengan mejor comportamiento si el modelo se cumple. De esta forma, con la muestra

A(z)_{ yi sidi=1

imputada (x;, @(Z)) donde

Vi = ygﬁ) sid; =0

definimos nuevos estimadores iniciales para la funciéon de regresién. El estimador de Nadaraya—
Watson y el internamente corregido que quedan definidos, para ¢ = 0,1, 2, por

3 Lr(x - x5
M (x) = =L (4.15)

I n
> Lr(x—x;)
j=1

n . 'A‘(Z)
PP = 3 AP Xl (4.16)

I n

=Y Lexi - x)
j=1

dando origen a seis posibles estimadores. Mencionemos que como en el caso unidimensional, en esta
segunda etapa otro nicleo y otra ventana pueden ser usados.

Con estos nuevos estimadores de m podemos definir los siguientes estimadores de las marginales,
para £ =0,1,2,

. 1~ - _
foi (wa) = > i) (o Xai) — € (4.17)
A 1~ .
gt(l%ié) (xa) = E ; m1(27€) (xaa Xgi) —C. (4.18)

Finalmente el estimador imputado de la funcién de regresion, a partir de estos estimadores de las
marginales, queda definido por

d

) = g (wa) +E
a=1
d

) = 398 (wa) + 0

Q
Il
—



Capitulo 5

Consistencia de los estimadores
propuestos para modelos de regresion
noparameétrica aditivos con respuestas
faltantes

5.1. Introduccién

En este Capitulo probaremos la consistencia fuerte sobre compactos de los estimadores sim-
plificado e imputado definidos en la seccién 4.3 del Capitulo 4. En la seccién 5.2, se enuncian las
hipétesis necesarias y la notacién utilizada en las demostraciones. En la seccién 5.3 se establece la
consistencia uniforme de los estimadores simplificados ﬁlgl)(x) y mﬁ” (x) definidos en (4.9) y (4.10).
En la seccién 5.4, se obtiene la consistencia fuerte de los estimadores de la funcién de regresién basa-
dos en pesos de Nadaraya—Watson e internamente corregidos cuando se imputan las observaciones
faltantes mediante un estimador fuertemente y uniformemente consistente. Por simplicidad en el
enunciado de los resultados, en esta secciéon como en la anterior los estimadores estan expresados
utilizando el mismo nicleo K. En particular, se deduce la consistencia fuerte de los estimadores
ﬁll(l’é) (x) y 7711(2’6) (x), definidos en (4.15) y (4.16) si el nicleo £ cumple las hipGtesis necesarias
y si la matriz T = ~,I; donde I la matriz identidad de R**? con el pardmetro de suavizado v,
satisfaciendo las condiciones requeridas a la ventana. En la seccién 5.5, se obtiene la consistencia
fuerte de los dos estimadores de la media de Y definidos en la seccién 4.3. De esta forma, para
obtener la consistencia de las componentes aditivas se podra suponer, sin pérdida de generalidad,
que ¢ = 0. Finalmente, en la seccién 5.6 obtendremos la consistencia de las componentes aditivas
gglz(aca) y gffl(aca) definidas en (4.11) y (4.12), respectivamente. Los resultados de la seccién 5.6 se
prueban en un marco general y solo requieren consistencia uniforme del estimador de la regresién
utilizado en el proceso de integracion marginal. Por lo tanto, incluyen no sélo a los estimadores

. ) ) . : ) (1,6)
simplificados antes mencionados, sino que también incluyen a los estimadores imputados g}’ (Za)

y @(127}@ (xq) definidos en (4.17) y (4.18), respectivamente.

31
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5.2. Hipoétesis y notacién

Sean (X, yi, 0;), 1 < i < n,ii.d conlamisma distribucién que (X,Y,d) donde X = (X1,...,Xy)" €
R?, §; = 1 si y; es observada y §; = 0 si y; es faltante. A lo largo de este Capitulo, consideremos las
siguientes hipdtesis

D1. Y = m(X) + o(X)e con € tal que E(e) =0y Var(e) = 1.

D2. X tiene densidad fx de soporte compacto, Lipschitz continua y acotada fuera del cero y del
infinito en su soporte C = sop(fx).

D3. P(§ = 1|X,Y) = E[§|X,Y] = E[§|]X] = p(X), con p : R? — R continua en C y tal que
i(p) = infxec p(x) > 0.

D4. m:R? - Ry o:RY - R son continuas en C.

D5. Los errores e son independientes de (X,d). Més ain, la sucesién (¢;)! ; es uniformemente
Gaussiana generalizada.

D6. La sucesién (¢2)™; es uniformemente Gaussiana generalizada.

De ahora en més indicaremos por u; = o(x;)e; y por u = 0(X)e, de modo que el modelo dado
por D1 se escribe Y = m(X) + u.

Por simplicidad, supondremos que la matriz H utilizada en el proceso de suavizado es de la
forma H = h,I con I; la matriz identidad de R%*?. De esta manera, llamaremos

() = Kno) = gk ().

n

Por completitud en los enunciados, recordaremos a continuacién las hipétesis K1, K2 y H1 dadas
en la Seccién 2.5.1, que son hipétesis sobre el ntcleo y el parametro de suavizado.

K1. K : R? — R es no negativa, acotada y JK(u) du < .

K2. K(x) = K(||x||) para alguna funcién no decreciente K : R™ — R™ tal que

i) ulK(u) — 0 cuando u — oo,

ii) K(u*) > 0 para algin u* > 0.

H1. h, — 0y nhl/logn — oo.

Las siguientes hipdtesis se utilizardan para mostrar la consistencia de los estimadores de los efectos
marginales bajo el modelo aditivo (3.1). Bajo D2, la funcién de densidad de la componente X,
que indicaremos f, tiene soporte compacto que denotaremos Cn = S0P fa.

d
Al. m(x) = Zga(xa) +c.
a=1
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A2. Fgo(Xy) =0 paratodo 1 < a <d.

A3. g, funciones continuas en C, para todo 1 < a < d.

Dada una funcién g : R¢ — R indicaremos por i(g) = infxec g(X) ¥ por [|g]lo.co = Supyec [9(x)|-
Por otra parte, si g : R — R indicaremos por i, (g) = infzec, 9(x) y por ||glla,co = Sup,ec, l9(x)|.

Por ultimo, llamaremos mz(x) al estimador de Nadaraya—Watson de la funcién de regresion,
E(Z|X), basado en las observaciones (x;, z;) calculado con el nicleo K y ventana h,, o sea,

_ > i K (xf:f) Zi
YK ()

mz(x)

5.3. Convergencia uniforme casi segura del estimador simplificado
Comenzaremos probando la consistencia del estimador simplificado ﬁlél) definido en (4.9).
Lema 5.3.1. Bajo D1 a D5, K1, K2 y H1, tenemos que
a) supyec [Msy (x) — p(x)m(x)] == 0
b) supxec |is(x) — p(x)| == 0.

DEMOSTRACION. Comenzaremos probando a). Observemos que, como 0Y = dm(X) + du,

sup [mey — p(x)m(x)| = sup |[Mem(x) + Mgy (x) — p(x)m(x)|
xeC xeC
< sup [Mem(x) — p(x)m(x)| + sup [misy (x)].
xeC xeC

Por lo tanto, bastard probar que

sulg!ﬁlam(X)—p(X)m(X)! — 0 (5.1)
Xe
sup |[mgu(x)] =2 0 (5.2)
xeC

Por D4, m es acotada en C, luego, la sucesién de variables (§;m(x;)); es una sucesién de
variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas y uniformemente acotadas tales
que Elom(X)|X] = m(X)E[§|X] = m(X)p(X). De donde, por la Observacién 2.5.1, resulta que
(0;m(x;))7_, es una sucesién uniformemente Gaussiana generalizada. Usando el Teorema 2.5.3 se
deduce (5.1).

Veamos ahora que la sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
(0u;)!_, también resulta ser una sucesién uniformemente Gaussiana generalizada. Usando que los
errores € son independientes de § y de X y que Ele] = 0 resulta que E[éu|X] = p(X)o(X)E[e] = 0.
Sea A € R, tenemos que

E [e/\‘su\X = x] = F [ema(x)g\X = X} =Fb [E [ekéa(x)g‘x =X, Y} X = X} =

= FE [60(1 —p(x)) + p(x) e)‘U(X)E|X = x] =1-px)+pxE [er(x)e]
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Como (€;)7_; es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas y
uniformemente Gaussiana generalizada, existen 7 > 0y ¢ > 0 tales que si ¢ < %, entonces

242

(9
E (e‘f’E) < 201919

Por D4 ¢ es acotada en C, luego si d = c|o||§ . ¥ 7 = 7[|olo,00 resulta que para todo A < 1/d
como ¢ = Ao (x) < % entonces

T2A202(x)
SupE |:e)\o-(x)5i| S Supe(lf‘k‘o(x)c)
xeC xeC
L 22,2
< Supe(lf\ﬂcﬂffﬂo’m) — e (-A[d) |
xeC

De esta manera, si A <1/d, 1 < e A?/(1=[Ald) y entonces, resulta que

7—_2>\2
sup E [e’\6U|X = x] < (1 -px))+ p(x)eT=13d
xeC

22,2 22,2 22,2

< (1 —p(x)eTND + p(x)eC-RD = eT-INd) |

con lo cual (dju;)j_; es una sucesién uniformemente Gaussiana generalizada. Como ademéds es
una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, del Teorema 2.5.3
obtenemos (5.2).

La parte b) se deduce de (5.1) tomando m = 1 o utilizando el Teorema 2.5.3 y el hecho que la
sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (d;)]" ; es una sucesién
uniformemente acotada y por lo tanto una sucesién uniformemente Gaussiana generalizada. O

Teorema 5.3.1. Bajo D1 a D5, K1, K2 y H1, tenemos que sup \ﬁ@él)(x) —m(x)| £ 0.
xeC

DEMOSTRACION. Se deduce inmediatamente del Lema 5.3.1. Efectivamente, sea N el conjunto de

probabilidad 0 tal que supycc [Msy (x) — p(x)m(x)| /4 0 0 supyee |Ms(x) — p(x)| # 0, luego por
D3, como i(p) > 0, si w ¢ N se tiene que para n > ng

sup [ms(x) — p(x)| <

xeC T
de donde ,
|ms(x)| > |p(x)| — sup |ms(x) — p(x)| > i(p) — @ = Z(Tp)
xeC

(1 .
Observemos que mg ) puede escribirse como

Xk (%) 0iYi gy (x)
SLK(E)e e

ﬁlél) (x
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Por lo tanto, como por C4 m es acotada en C, siw ¢ Ny n > ng, se obtiene

(1) _ msy (x) — m(x)ims(x) Supxec\mcw() m(x)ms(x)|
supl i o] = <« e e ol
< SuPxec Moy (x) = m(x)p(x) + m(x)(p(x) — Ms(x))|
- infxec \ﬁ% (X)’
< SWxec [Msy (X) = m(X)p(x)| + subxec [m(¥)|supxec [M5(x) — p(x)]
- infxec \ﬁw(x)]

< {i‘élé sy () = mGOP0)| -+ o s 5 ) —p(x)\} |

de donde se deduce que supycc |T7Lé1)(x) —m(x)| &5 0.0

Procederemos ahora a probar la convergencia uniforme casi segura del estimador ﬁléz) definido
n (4.10). Para ello probaremos un Lema cuya demostracién es inmediata que resultard de utilidad.

Lema 5.3.2. Sea A un compacto, b(x) y f(x) dos funciones continuas en A, tales que ianAf(x) > 0.
xXE
Sean f(x) = fo(x) y a(x) = a, tales que

sup [f(x) — f(x)| =5 0
xeA

entonces supyec [a(x) — b(x) f(x)] <= 0.

DEMOSTRACION. Observemos que

sup [a(x) = b(x) f(x)| = sup [a(x) = b(x)f(x) + b(x) [(x) — b(x) f (x)]

x€A xcA

< sup [a(x) — b(x) F(x)| + sup |b(x)| sup | F(x) — f(x)]
xc A xc A xeC

T I suplf( )| + sup [b(x)| sup | f(x) — f(x)|
xeA | f(x) x€A x€A x€A

< sup |2 [suplf(X)l+sup|f(X)—f(X)|
x€A | f(x) x€A x€A
+ sup [b(x)| sup | F(x) — £(x)]

xc A xc A

Como b(x) y f(x) son funciones continuas en A compacto, supye 4 [b(x)| < 00 y supyec 4 |f(x)] < 00
de donde se concluye el resultado. O

C.S.

Teorema 5.3.2. Bajo D1 a D6, K1, K2 y H1, tenemos que sup \ﬁ@ém (x) —m(x)] — 0.
xeC
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DEMOSTRACION. Dado x € C, denotemos por m(x) = p(x) fx(x) y definamos

. 1 < X — X;
w0 = gt ()
Foo = ok (5

n =1 n
~ 1 1
R RTEy

Como y; = m(x;) + u;, tenemos que

n KC(XEi)§ n KC(EZL) S,
7P (x) = Z S Fim )ijj(xﬂ) N n( Fom x>._:,uj
j=1 zi=llc< L J>5i j=1 zz‘:1’C( : J)5i
- () (",ﬁ)
noi—1 n X - n
1 < 1 <&
— WZK<XhX>5mXJ + - Z’C< - djuiT(x;)
noi—y n n 5 n
R X—X;\ 0ju; 1 < x —X;\ 6;m(x
+n—th’C< hn]>wij»>+nhdz’c< hn]> m(x f
j=1 J

= Bi(x) + Ba(x) + B3(x) + Ba(x)

Bastara mostrar que

Para obtener a) y b) empezaremos mostrando que

sup [F(x)| == 0
xeC
Tenemos que
mx) — )|
7(x)m(x)

L
T(x)  7(x)

Observemos que mg(x) = %(X)/f(x) y por el Lema 5.3.1, supycc |ms(x)
parte, bajo D2, K1, K2 y H1 tenemos que (ver Prakasa Rao, 1983)

= sup

sup [7(x)| = sup D
XE

xeC xeC

— p(x)| =% 0. Por otra

(5.4)

)

sup | Flx) — fx(x)
xeC
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con lo cual por el Lema 5.3.2, como f y p son funciones continuas en C, se obtiene que

sup [7(x) — 7(x)| =2 0. (5.5)
xeC

Observemos que i(p) i(fx) < i(w), de donde por D2 y D3, i(m) > 0. Sea N7 el conjunto de
probabilidad 0 tal que supyce |T(x) — 7(x)| / 0. Luego, si w ¢ N7 paran > n;

. ~ i(m)
Inf [7(x)] 2 i(m) —sup [F(x) = 7(x)| = ==,

de donde,

sup |7(x)] < % ilég 7 (x) — m(x)],

y por lo tanto, de (5.5), se deduce (5.3).

a) Veamos que supycc | Bi(x)] =2 0. Observemos que

B9l < g 3K (552 ) ms )

IN

X — X N ~
oo st hdZ< 25) = o sup 70 T

Luego, tenemos que

sup |B1 (x)|
xeC

IN

[[m]o,00 sup [7(x)[ sup f(x)
xeC xeC

IN

[[m]l0,00 sUp [7(x)] <Sup\f(><) — fx(x)|+ foHo,oo> :
xeC xeC

de donde usando (5.3) y (5.4) se obtiene a).
b) Veamos que supyec |Ba(x)| <2 0. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, obtenemos

1 n X — X, N
B0l = [ K (X5 st
r 1 n _% 1 n %
X—=Xj\ (2 2 X=X\~ 2

< M;K( I >5juj n—hg;’C< W >7‘(Xj)

_ -1
o | LS (222 e202| )t supl
< WZ h ;U f(z)2 Slélg 7(x)]

L' " i=1 n J x

de donde

N

1
1 X — X : -~ ~
sup|Ba()| < sup [—nhdZ’C(T ﬂ)af-u?] up 7o) ~ £ + o] sup )
=1 n X X

xeC xeC
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Como (u?)?zl
y uniformemente Gaussiana generalizada, la sucesién (53'“?)?:1 también lo es. La demostracion
de esta propiedad es andloga a la dada en el Lema 5.3.1.Por otra parte, D1 y D5 implican que
E[6u?|X = x] = p(x)o?(x)E[e?] = p(x)o?(x). Luego,, usando que o y p son funciones continuas en

C, por el Teorema 2.5.3, se obtiene

es una sucesion de variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas

de donde,

£50. (5.6)

Pero supycc [p(x)o?(x) f(x)| < [[02]l0,00]|.fl0,00 < 00 por D2y D4. Luego, tenemos que

1
1 & X — X; 2
Byx)| < L 1Y 502 — p(x)o? 2ol f oo
sup Ba(x)| < {i‘éfé 2o (52 4 97 (509 + o acel
%
x [sup F@) - fx G0l + fouo,oo] sup [7(x)|
xeC xeC
de donde, por (5.3), (5.4) y (5.6), se obtiene b).
¢) Queremos probar que
sup By ()] = sup | — f:zc(x‘xj> 04 | s
= — — | =
x€eC ’ x€eC nhﬁ = ho, ﬂ-(xj)

7(x;)
dientes, idénticamente distribuidas y uniformemente Gaussiana generalizada. La demostracién de
esta propiedad es andloga a dada en el Lema 5.3.1, tomando d = CHUHaOO i(r)™' < o0. Como

ademés E<%‘X:X>:ME(E)207

por el Teorema 2.5.3 obtenemos que

. . Siui \ ™ ., . ..
Esto se obtiene a partir del hecho que ( A > es una sucesion de variables aleatorias indepen-
=1
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De donde usando (5.4), se deduce que supyec | B3(x)| <2 0, lo que concluye la demostracién de c).
NN
d) Veamos ahora que sup,ce |Ba(x) —m(x)| == 0. Como (%@) es una sucesién de variables
J 7=1
aleatorias independientes, idénticamente distribuidas y uniformemente acotada, por la Observacién
2.5.1, es una sucesién uniformemente Gaussiana generalizada, y ademés

B[ ] - pmb i)

luego, por el Teorema 2.5.3, resulta que

o i 2 () St~ | <0

xeC

Con lo cual, usando nuevamente (5.4) obtenemos que

1 < X —X;\ 0;m(x; ..
J:

m(x;)

lo que concluye la demostracién de d) y por lo tanto, la del Teorema. O

5.4. Consistencia del estimador de regresion imputado

Teorema 5.4.1. Supongamos que se cumplen D1 a D5, K1, K2, H1. Sea m un estimador de
la funcién de regresion que converge uniformemente casi seguramente a m en C, es decir, tal que

sup |m(x) — m(x)| <% 0. Sea §; = d;y; + (1 — 6;)m(x;), y definamos
xeC

> 1’C(x xz>/y\l
Sk ()

m(x) =

Entonces, sup |m(x) — m(x)| = 0
xeC

DEMOSTRACION. Observemos que
ch (X n"’) Sivi Z/c <X X’) (1= &) (x;)
m(x) —m(x) = —m(x)
ZIC(X xj> z:l <x x]>

= Bi(x) + Ba(x) + Bs(x)
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donde

Bi(x) = ZK( i 2 M—p(x)m(x)=m5y<x>—p<x>m<x>
> (*52)
Sk (252 - i)

I (1 px)mlx) = g sym(x) — (1~ p(x))m(x)

e (*0)

>k (%52 1 ) )~ m)

By(x) = =

Por el Lema 5.3.1, supyec | B1(x)| <2 0. Por otra parte, definiendo A = 1 — 4, obtenemos como en
(5.1) que supyec |Ba(x)| <2 0. Finalmente, tenemos que

S K (52) (1= 8 i) — m(x)]
Sk ()

11 < X — X;
< =———=> K L) (1 = §;) sup [m(x) — m(x)] <
7(x) nhd ; ( b > b

xeC

[Bs(x)| =

< sup|m(x) — m(x)|,
xeC

de donde, se obtiene que supycc |Bs(x)| £2,0, lo que concluye la demostracién. []

Teorema 5.4.2. Supongamos que se cumplen D1 a D6, K1, K2, H1. Sea m un estimador de
la funcidén de regresion que converge uniformemente casi seguramente a m en C, es decir, tal que
sup |m(x) — m(x)| <% 0. Sea 7; = dy; + (1 — 6;)m(x;), y definamos

xeC

g <l
(x) = ; S (Xih_nxj> .

Entonces, sup |[m(x) — m(x)| =2 0.
xeC

DEMOSTRACION. Usando que y; = m(x;) + u; obtenemos que

?/J\i = 52 (m(x,) + uz) + (1 - (52)771(}(2)
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Por lo tanto, podemos reescribir m como

N 1 & x —x; \ m(x;) 1 — X—X;\ 0;u;
mnx) = WZIC( - >A +nhd21<< - >A '

n i f(xi) n i (xi)
- ”% Z::IC (X ’;nXZ> }Z((Z) " nllli Zn:,c <X7;nXi> fiﬁ;)

Queremos ver que

a) supyee |Bi(x) —m(x)] == 0

b) supxec |Bi(x)| =2 0 para i > 2.

n
a) D2 y D4 implican que (}Z&’:%) . es una sucesion de variables aleatorias independientes,
% =

idénticamente distribuidas y uniformemente acotadas, es uniformemente Gaussiana generalizada.
Luego, por el Teorema 2.5.3 y como

resulta que

sup
xeC

11 < x—%x;\ m(x;) m(x)
=< T 7 IC -
f(x)nhd ; ( ha, > fx(xi)  fx(x)
de donde usando (5.4) obtenemos a).

b) Para probar que supycc |Ba(x)| = 0, observemos que z; = u;/fx(x;) = m*(x;) + o*(x;)ei
donde m* =0y o*(x) = 0(x)/fx(x) cumplen D4, luego por el Lema 5.3.1

sup |mgz(x)] %0,
xeC
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~

con lo cual como By (x) = msz(x) f(x) y usando (5.4) se obtiene el resultado.

C.S. . . . .
Para probar que supycc |Bi(x)| — 0, con i > 4, usamos las siguientes acotaciones

IBu(x)| < n% Zn:IC <x — xi> SUPyec |m(xi) — m(x;)| < sup |f(x)|SUPxec |m(x;) — m(x;)]
" =1

hn, i(fx) ~ xec i(fx)
1 —~
|Bs(x)] < HmHO,ooiléIC) o) i) ilélglf(X)l
1 1

sup |7 (x;) — m ()| sup | f(x)|
xeC xeC

|Bs(x)| < sup
xeC

=~

(xi)  [x(xi)

que permiten deducir el resultado de (5.4), D2 y del hecho que supyce |m(x;) — m(x;)| = 0.

Falta probar que supyce |B3(x)] £, 0. La demostracién sigue argumentos anélogos a los uti-
lizados para probar b) en la demostracién del Teorema 5.3.2 y por esta razén se omite, concluyendo
la demostracién. [J

5.5. Consistencia de los estimadores ¢; y ¢

Teorema 5.5.1. Sea m un estimador de la funcién de regresion que converge uniformemente casi
. ~ C.S.
seguramente a m en C, es decir, tal que sup |m(x) — m(x)| — 0. Supongamos que se cumplen D1,
xeC

Aly A2. Si

3

SN

~ C.S.
entonces ¢ — c.
De aqui deducimos el siguiente Corolario.

Corolario 5.5.2. Supongamos que se verifican A1, A2, A3, D1 a D5, K1, K2 y H1, entonces
~ ~ (1 5.
1= %Z?ﬂmé )(Xi) >

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.5.1.Bajo Al m(x) =c+ Zizl Ja(Ta). Luego,

n n n d
LS i) - %Z{ i (x;) <C+Zga%z>} #0303 gl
i=1 =

i=1

1o oI iRy
=~ ) = mxi)} + ) {E ga($ai)}‘
i=1 a=1 i=1

[e—cl =
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n

n d
< 23l = mbl + 32 |+ galr)
i=1 a=1 =1

1
_E ga(:Eai)
n -

=1

x)| <2 0, bastara probar que

< sup|m(x) — m(x)| +

xeC a—1

IIM&

—~

Como por hipétesis supyce |m(x) —m

M=~

1 ¢
- Z Ja(Zai)| — 0 (5.7)
1" =1

[e%

Como existe E[|ga(Xa)|] < 0oy por A2, Eg,(X,) =0, por la Ley Fuerte de los Grandes Numeros
se cumple que para todo 1 < a <d,

1
- Z ga(:Eai) &2, 0.
n i=1

de donde se obtiene (5.7), lo que concluye la demostracién del Teorema. []

Teorema 5.5.3. Sise cumplen D1 a D4, A1 y A2 se tiene que

n

1 0iYi  c.s.
Cy = — — C
w25

DEMOSTRACION. Sea z; = 0;y;/p(xX;), la sucesién {z;}; es una sucesién de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas tales que

| fmG)] + o(x)lel]

|z1] <

i(p) i(p) ’
luego, como m y o son continuas en C por D1, E(|z;|) < co. Por otra parte, D3 y A2 implican que
oY
E[—X:x} :@E[Y|X:x] =c.
p(X) p(x)

Luego, por la Ley Fuerte de los Grandes Niimeros, se obtiene el resultado. O

5.6. Consistencia de componentes aditivas

Recordemos que por simplicidad, la notacién m(zq, X4;) indica al valor de la funcién m calculado
en el vector x cuya coordenada « es x, y las demds coordenadas coinciden con las de x;.

Teorema 5.6.1. Supongamos que se cumplen D2, A1 a A3. Sea ¢ un estimador consistente de
- . ., ., ~ c.S.
¢ y m(x) un estimador de la funcién de regresion tal que sup |m(x) — m(x)| — 0 y definamos
xeC

. 1~ i
ga(xoe) = E z;m(xomxgi) —C,
1=

entonces
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a) sup [ga(ra) — ga(za)l —

ECqo

b) m(x) = Zi:l Jo(a) + € converge uniformemente casi seguramente a m(x) en C, o sea,

sup |[m(x) — m(x)| <% 0.
xeC

DEMOSTRACION. Veamos primero a). Sea 1 < o < d. Tenemos que

. 1o .
SUp [Gu(2a) = alza)] < SUp | = S (50 Xai) — M0 Xa)| + F— €
26 €ECq 2a€Cq | T i—1
1 n
+ sug EZm(a;a,xgi)—c—ga(a:a) = By + By + Bs.
ra€Cq i=1

La convergencia unifome de 7 y el hecho que By < supyec |(x) — m(x)|, muestran que By < 0.
Por otra parte, By — () pues ¢ es un estimador consistente de ¢. Luego, para ver a) bastara probar
que Bs =% 0. Como m satisface el modelo aditivo dado en A1

d n d
1 & 1
By = sup —Z Z 9r(T7i) + ga(Ta) — ga(Ta) p| = sup gz Z 97 (x7i)
2a€0a | i) | 71720 a€0a | T il r=1r0

d n

= | Y 2 e

T=1,7#a =1
Como E|g-(X;)| < co y se cumple A2, la Ley Fuerte de los Grandes Numeros implica que, para
1<7<d,
BN
- Zg'r(xn') —0 )
n <
=1
de donde, se obtiene que
d 1 n
T=1,1#a i=1
concluyendo la demostracién de a).

b) Tenemos que

d

sup [m(x) —m(x)| = sup Zﬁa(xa) —galza)+C—c
xeC xeC |

d
< [e—d 4> sup [GalTa) = galza)l

a=17x€Ca

El resultado se deduce ahora de a) y de la consistencia de ¢. O

Los Teoremas 5.3.1, 5.3.2 y 5.6.1 permiten obtener la consistencia de las propuestas dadas en
la seccion 4.3.1.
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Corolario 5.6.2. Supongamos que se cumplen D1 a D5y A1 a A3. Sea K un niicleo multivariado

que cumple K1 y K2 y sea H = h,1; donde h,, cumplen H1. Entonces, los estimadores §Sg, §,(fl,

(1 (2 . . . .
mg ) v mg ) definidos en la seccién 4.3.1 convergen uniformemente casi seguramente a g, y m,

respectivamente, para 1l < a < d, es decir, parafl =1,2 y1 < a < d, Supmeca@gf)s(x) —ga(z)] =50

v supxec\fﬁéé) (x) — m(x)] £500.

Por otra parte, del Teorema 5.4.1 y del Corolario 5.6.2 se obtienen los siguientes resultados que
muestra la consistencia de los estimadores propuestos en la seccion 4.3.2 cuando en el segundo paso
se utiliza el estimador de Nadaraya—Watson.

Corolario 5.6.3. Supongamos que se cumplen D1 a D5, A1 a A3. Sean K y L nicleos multivari-
ados que cumplen K1 y K2 y sean H = h,l; y T’ = v,1; donde h,, y v, cumplen H1. Entonces,

5

los estimadores 7711( ), paral < a < dy { = 0,1,2, definidos en la seccion 4.3.2, convergen

. . . ~ (1,0 C.S.
uniformemente casi seguramente a m en C, es decir, supxec\ml( ’ )(x) —m(x)| — 0.

Corolario 5.6.4. Supongamos que se cumplen D1 a D6, A1 a A3. Sean K y L nicleos multi-
variados que cumplen K1 y K2 y sean H = h,1; y I' = v,1; donde hy, y 7y, cumplen H1. Entonces,

los estimadores §£}f’ y 7’7\11(1’6) paral < a < d, £ =0,1,2, definidos en la seccién 4.3.2, convergen

. . . . ~(1,¢) c.s.
uniformemente casi seguramente a g, y m respectivamente, es decir, supyec,|ga.i (%) —ga(x)| — 0

v supxec|ﬁ11(1’z) (x) — m(x)] 500,

Por otra parte, del Teorema 5.4.2 y del Corolario 5.6.2 se obtienen los siguientes resultados que
muestran la consistencia de los estimadores propuestos en la seccién 4.3.2 cuando en el segundo
paso se utiliza el estimador corregido internamente.

Corolario 5.6.5. Supongamos que se cumplen D1 a D5, A1 a A3. Sean K y L nicleos multivari-
ados que cumplen K1 y K2 y sean H = h,I; y I' = v,1; donde h,, y ~, cumplen H1. Entonces,

)

los estimadores 7711( ), paral < a < dy { = 0,1,2, definidos en la seccion 4.3.2, convergen

. . . ~ (2.4 c.s.
uniformemente casi seguramente am en C, es dec1r, supxec\ml( ’ )(X) — m(x)\ - 0.

Corolario 5.6.6. Supongamos que se cumplen D1 a D6, A1 a A3. Sean K y L niicleos multi-

variados que cumplen K1y K2 y sean H = h,1; y I' = ~,1; donde h,, y v, cumplen H1. Entonces,
los estimadores ’g\g}é) y 7’7\11(2’@ paral < a <d, £ =0,1,2, definidos en la seccién 4.3.2, convergen

. . . . ~(2,0) c.s.
uniformemente casi seguramente a g, y m respectivamente, es decir, supzec, |go; () —ga(x)] = 0

v supxec|ﬁ11(2’z) (x) — m(x)] 5.



Capitulo 6

Estudio de Monte Carlo

6.1. Condiciones de la simulacion

En este Capitulo, se describen los resultados de un estudio de simulacién cuyo objetivo es com-

parar el comportamiento de los estimadores ﬁ@él), ﬁlgl), ﬁz§2), m1(1,0)7 7?11(1’1), 7’7\11(2’2), ’g\&lg, ’g\&zg, ’g\&l,}o),

@(x{}l) y §&2,{2), 1 < a < d, definidos en las secciones 4.3.1 y 4.3.2 a fin de determinar si el hecho
de imputar mejora la estimacién. Se realizaron 500 replicaciones en las que se generaron mues-
tras aleatorias independientes {(x,y;,d;)};_; de tamano n = 500. Para ello, primero generamos

observaciones (x}, z;) tales que
zi = m(x;) + ug, 1<i<n

donde x; = (w41, z52) ~ U([0,1] x [0,1]), u ~ N(0,0%) con o = 0.5, m : R? — R es una funcién
aditiva de la forma

1\ 2
m(xy,x9) =4+ 24 (:El - §> + 27 sin(7axs) . (6.1)

Los modelos para generar las respuestas faltantes pueden describirse como siguen. Definimos y; = z;
si 0; = 1 y faltante en otro caso, donde {J;}} ; se generaron segin un mecanismo de pérdida de
observaciones ignorable, MAR, es decir, P (§; = 1|y;,x;) = P (0; = 1|x;) = p(x;) con p alguna de las
siguientes funciones

» p1(x) = 1 que corresponde a la situacién de muestras completas.
= po(x) = 0.8 que corresponde a un mecanismo de pérdida de datos completamente al azar.

s p3(x) = 0.4 + 0.5(cos(2z122 + 0.4))?

La probabilidad p;(x) permite comparar los estimadores propuestos, simplificados e imputados,
con el estimador de regresién que podria ser evaluado si contaramos con el conjunto total de datos.
Observemos que este estimador, al que nos referiremos como estimador de datos completos, no
puede calcularse en la practica. El objetivo es detectar qué estimador, simplificado o imputado, da
errores cuadraticos méds cercanos a los obtenidos si no hubiese respuestas faltantes.

46
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Ademss, x;1,xi2,0; y u; se generaron de forma a ser independientes entre si.

Para identificar las funciones componentes marginales debemos tener en cuenta que, por A2,
sus esperanzas son 0. Luego, para el modelo (6.1), tenemos que ¢ = 10 y las componentes aditivas
son

1\2
g1(z1) =24 <x1 - 5) -2 g2(x2) = 2msin(mag) — 4 .

Respecto del procedimiento de suavizado, hemos utilizado el nticleo de Epanechnikov producto,
tanto en los pasos previos (estimador simplificado) como posteriores a la imputacién de los datos
faltantes. Recordemos que esta funcién nicleo es de la forma K(x) = K(z1)K (x2) donde K(u) =

3 2
(1 =)y gy(u).

El comportamiento de un estimador m de m se midié utilizando una aproximacién del error
cuadratico integrado definido en la seccién 2.4 y calculado para cada una de las replicaciones como

donde u;s = (j/¢,5/¢), 1 < j,s < ¢, £ = 50. Una aproximacién del MISE se obtuvo promediando
sobre las 500 replicaciones el ISE.

Por otra parte, para evitar la influencia en el 1SE del efecto de frontera que se observa en el
estimador de Nadaraya—Watson, se definié una medida ponderada que corresponde a introducir
una funcién de pesos W(x) = W (x1)W (z2) con W(t) = I(,1_5)(t) en el 1SE, donde 7 indica la
ventana utilizada en el calculo del estimador. Definimos entonces

1
WISE(m) = —2

l
Z m () — i (u55))” Wiuys) |

IIMN

donde ujs = (j/¢,s/f), 1 < j,s < ¥, ¢ =50. El valor WMISE indica el promedio del WISE sobre las
replicaciones.

Medidas similares se utilizaron para comparar los estimadores de las componentes aditivas gq.

Para comparar los estimadores, se utilizaron, en este estudio preliminar, distintas ventanas ya
que un proceso de busqueda utilizando convalidacién cruzada era costoso computacionalmente. Las
ventanas que hemos utilizado son

» para el estimador simplificado, definido en (4.9) o (4.10), h =0.15, 0.2, 0.25 y 0.3,

» para el estimador imputado, definido en (4.15) o (4.16), v =0.1, 0.15, 0.2, 0.25 y 0.3. Esta
seleccién de ventanas se hizo sobre la base de los resultados obtenidos por Chu y Chen
(1993) y por Gonzalez—Manteiga y Pérez—Gonzalez (2004) que muestran que, en el caso de
covariables unidimensionales, el estimador imputado debe utilizar una ventana menor o igual
que la simplificado utilizado para imputar las respuestas faltantes.
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6.2. Eleccion del estimador de la media de Y

Recordemos que por la condiciéon A2, Fg,(X,) = 0 y por lo tanto, E(Y) = ¢ = 10 bajo el
modelo aditivo (6.1). En la seccién 4.3, hemos introducido dos estimadores de ¢ definidos como

n

o= 2l )

n <
=1

1 n
@ E;

Para decidir qué estimador de la constante c elegir, hemos realizado un estudio de simulacién
preliminar basado 1000 replicaciones y muestras de tamano 500 para comparar estos dos estimadores
asi como los estimadores de las componentes aditivas, @(5)57 {=1,2, a =1,2, asociados a cada uno
de ellos. Para comparar los estimadores de ¢ se utilizaron medias, desvios y errores cuaraticos
medios calculados sobre las replicaciones mientras que para los estimadores de g, se calculé el MISE
del estimador resultante. La ventana utilizada para el estimador ¢; fue h, = 0.2, que corresponde

a una amplitud cercana a la éptima elegida por convalidacion cruzada.

0iY;
p(xi)

A modo de ejemplo, mostraremos los resultados utilizados cuando el mecanismo de pérdida
de observaciones estd dado por ps(x). El Cuadro 6.1(a) presenta las medidas resumen de los es-
timadores de ¢ mientras que el MISE de los estimadores de g, asociados a cada estimador de ¢ se
pueden ver en el Cuadro 6.1(b). Notemos que el desvio de ¢3 es 3 veces mayor que el de ¢; y esto se
debe a que el mecanismo de pérdida elegido, induce una pérdida promedio de observaciones cercana
al 40 %. Vale la pena mencionar, que cuando no hay pérdida de observaciones (o sea, cuando p = 1),
el estimador de ¢ es igual a 3. En este caso, error cuadratico medio de ¢; es igual a 0.0143062, o
sea, la pérdida de observaciones s6lo produce un aumento del 27 % en el error cuadrdtico del esti-
mador. Por otra parte, ¢; también da valores de MISE mayores que ¢; tanto para los estimadores de
las componentes aditivas basados en el estimador de Nadaraya—Watson como para el internamente
corregido. Esto nos indica que resulta conveniente trabajar con el estimador ¢;. Por este motivo,
todas las estimaciones, antes y después de imputar, utilizardn este estimador de c.

6.3. Resultados

6.3.1. Comportamiento de los estimadores simplificados

El Cuadro 6.2 presenta los MISE para los estimadores simplificados bajo los distintos esquemas
de pérdida de datos para las distintas ventanas consideradas en el proceso de suavizado. Por otra
parte, en el Cuadro 6.3 se dan los WMISE de los estimadores de las funciones marginales cuando
utilizamos el estimador simplificado de Nadaraya—Watson o internamente corregido.

Observemos que bajo el esquema de pérdida de datos p1, no hay datos faltantes. Por lo tanto, los

predictores g’ji(z), £ =0,1,2 definidos en la seccién 4.3 coinciden con y;, con lo cual, en este caso, los

. ~ (1) ~(1,00) ~(L,1) . . . , . . (2) . ~(2,2

estimadores mg ), mI( ’ ), mI( Y coinciden si ~ = h, asi como también los estimadores mg ) y mI( 2),
L . . ~ (1) ~(2 ,

Por esta razén, si p(x) = 1 sélo podemos comparar los estimadores mg, mg ) y mg ) entre sf. Cuando

no hay respuestas faltantes, el estimador mg es el mejor estimador en término de los MISE para
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(1)

cualquier valor de h, entre los tres considerados. Los MISE de g ’ son ligeramente superiores a los

del estimador de Nadaraya—Watson mg, mientras que los de ﬁléz), que estd basado en el estimador

internamente corregido y en el modelo aditivo, son por lo menos cuatro veces mayores que los de

mg.

Respecto a los estimadores de las componentes marginales, cuando no hay respuestas faltantes,

los estimadores §§1S) y §§1g) tienen menor MISE que §§2g) y §ézs), respectivamente. Sin embargo, los

estimadores ’géls) y §§2S) tienen un MISE similar cuando las ventanas utilizadas son 0.20 y 0.25.

~2) . . (1 .
Observemos que g§5) tiene valores de MISE casi 8 veces mayores que los de gi) lo cual podria

S
. . . (1) ~(2 o . .
explicar que las diferencias observadas en los MISE de mé ) y mé ) pueden atribuirse a la estimacién

de esta componente. El Cuadro 6.3 permite apreciar que, para las ventanas mas pequenas, los
estimadores §§1g) y §§1g) tienen un mejor comportamiento fuera de la frontera. Los errores altos
observados en el Cuadro 6.2 pueden atribuirse entonces a la mala estimacién en puntos cercanos a
la frontera. A medida que incrementamos el tamano de la ventana, el estimador §§2S) logra reducir

[ (1 . . .
el MISE mas de lo que lo hace gg g, pero no ocurre lo mismo para su equivalente estimador de la

componente go.

Los comentarios dados para p = 1 son vélidos para los otros mecanismos de pérdida de respues-
tas. Por otra parte, para todos los esquemas de pérdida de datos, los menores valores de MISE de
msy ﬁ@él) se obtienen con h =0.15, mientras que para el estimador mé” el menor MISE se alcanza
cuando la ventana utilizada es h =0.2. Esto parece ser un reflejo de lo que esta ocurriendo con los
estimadores de las funciones marginales. Los estimadores de ¢ tienen un MISE menor cuando la
ventana es lo més chica posible, y lo mismo ocurre con el estimador @éls) . Sin embargo, el estimador
§§2g) tiene notoriamente menor MISE cuando h =0.2.

Si comparamos los estimadores mediante el MISE, recomendariamos utilizar, entre los tres es-
timadores simplificados, el estimador mg pues resulta ser méas preciso que los otros dos bajo los
esquemas de pérdida considerados en este estudio. Esto resulta llamativo ya que este estimador no
supone que el modelo es aditivo, mientras que los otros dos si. Sin embargo, ya hemos mencionado

- . ~(1 . . ~
que los errores cuadraticos del estimador mg ) no difieren en gran medida de los de mg. Por otra

parte, la ventaja asintotica de ’I’/f\Lg) sobre ﬁlél) se observa si d > 4 lo que permitiria explicar lo que

se observa en nuestro estudio de simulacion.

Por otra parte, si utilizamos el WMISE como criterio de bondad del estimador, para las dos ven-

tanas més pequenias, los estimadores ’g\gls) y ’g\éls) se comportan mejor que los estimadores §§2S) y ’g\ézs) .

. . . ~(2 . .
Sin embargo, para las dos ventanas mas grandes, el estimador g( ) resulta ser un mejor estimador

1,8
(1 . ~(2 . .
de g1 que gg S), pero su equivalente gés) se convierte en un peor estimador de go. Debemos notar

que los resultados del WMISE para ventanas grandes como h =0.30 se basan en las observaciones
que yacen en el intervalo [0.30,0.70], o sea, en promedio en el cdlculo del error sobre el 40 % de los
datos.
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6.3.2. Comportamiento de los estimadores imputados

Los Cuadros 6.4, 6.5 y 6.7 presentan los MISE de los estimadores imputados de m, ¢1 y go,
respectivamente, bajo los esquemas de pérdida de datos py y p3 y para los distintos pares de
ventanas considerados en el proceso de suavizado. Por otra parte, en el Cuadro 6.6 y 6.8 se dan los
WMISE de los estimadores imputados de las funciones marginales g; y g2, respectivamente.

Para ambos mecanismos de pérdida de respuestas ps y p3, los menores MISE de los estimadores

_(1,0) . ~(1,1 . . . .
mI( ) y mI( ), que se basan en imputar las observaciones mediante los estimadores de Nadaraya—

(1)

Watson mg y mg’ respectivamente, ocurren cuando (h,y) = (0.15,0.1). Respecto al estimador

T?LI(2’2), el menor MISE puede observarse cuando (h,v) = (0.3,0.15) bajo py y cuando (h,v) =

(0.25,0.15) bajo ps. Sin embargo, el valor de MISE en este dltimo caso es més de cuatro veces

superior a los de ﬁll(l’o) y ﬁll(l’l) y el minimo valor del MISE de T?LI(2’2) no parece diferir tanto del valor

de MISE cuando (h,~) = (0.2,0.15). Vale la pena mencionar que los MISE de los estimadores ﬁll(l’o)

y 7’7\11(1’1) son similares (del mismo orden), sin importar el tamano de ventana que se haya utilizado

para el cdlculo del estimador simplificado. Sin embargo, para estos estimadores, cuanto mas chicas
son las ventanas usadas tanto para imputar las observaciones faltantes (h, usada para el célculo

del estimador simplificado) como para evaluar el estimador imputado (), mejor es la estimacion.
(2,2)

No ocurre lo mismo con el estimador m;”"’. Para éste, los errores parecieran comportarse mas
irregularmente. El minimo se alcanza como dijimos en (h,v) = (0.3,0.15) bajo p2 y en (h,7y) =
(0.25,0.15) bajo ps, y los errores méas altos se alcanzan en los extremos, o sea, asociados a utilizar
ventanas grandes ya sea para predecir las observaciones mediante el estimador simplificado como
para calcular el estimador imputado, o bien, ventanas chicas para ambos casos.

Respecto de la estimacion de la componente aditiva gq, tanto bajo py como bajo ps3, los esti-
~(1,0) _ ~1,1) .. , .
madores ggl ) y g& ) tienen menor MISE cuando usamos los pares de ventanas méas pequenas para
imputar las observaciones y para calcular el estimador imputado, pero en ninguno de los casos

difieren mucho entre si. El menor valor del MISE se obtiene cuando (h, ) = (0.15,0.10). Sin embar-

(2,2)

go, para el estimador §1i’2 convendria usar las ventanas (h,7y) = (0.3,0.15) y los valores de MISE
obtenidos son siempre sustancialmente mayores que los de los otros dos estimadores. El Cuadro 6.6

nos indica que a medida que aumenta el tamano de la ventana ~ utilizada para el calculo del esti-

. . . (2,2 , .
mador imputado, disminuyen los valores del WMISE del estimador g§ N ) y se vuelven més parecidos

a los otros dos estimadores de g; hasta lograr, bajo el mecanismo de pérdida ps, un WMISE ain

mejor para v = h. Por otra parte, en este cuadro se aprecia que las diferencias entre los WMISE de
los estimadores §§1I’0) y §§1I71) resultan bastante mayores. Ambos estimadores alcanzan el minimo
cuando se usa una ventana para el imputado igual a v = 0.10, pero el resultado de WMISE obtenido

A(l,O) A(Ll)
7I 7I

para g, es la mitad del de g; "/, en ambos esquemas de pérdida de respuestas.

El Cuadro 6.7 muestra los MISE de los estimadores imputados de go. Tal como ocurria para

. (1,0) . ~(1,1 ) . o ,
g1, los MISE de los estimadores gél ) y ggl ) son més chicos cuando utilizamos las ventanas més

pequenas, es decir, (h,vy) = (0.15,0.10). Sin embargo, para el estimador ’9\5?1’2), el menor MISE ocurre
cuando (h,v) = (0.20,0.20) bajo p2 y ps . En el Cuadro 6.8 se puede apreciar que, como para g, el

) es siempre bastante mejor que §§711’1), mientras que el estimador §§i’2)

de WMISE de por lo menos el doble que el de ’g\é}l’l), siendo en algunos casos mucho mayor. Como

vemos, el efecto de frontera es determinante en el estimador de Nadaraya—Watson ya las mayores

. ~(1,0 .
estimador gg ; tiene un valor
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diferencias entre ’g\é}l’o) y §§I’1) se visualizan dentro del intervalo [y, 1 —~]. El efecto de frontera hace

que el MISE de ambos estimadores sea practicamente el mismo para casi todos los pares de ventanas
consideradas.

6.3.3. Comparacion entre el estimador simplificado y el estimador imputado

En esta seccién compararemos los resultados obtenidos para los MISE de los estimadores sim-
plificados e imputados a fin de decidir si conviene imputar las respuestas faltantes.

Si comparamos los MISE de los estimadores mél) y m1(1,0)7 dados en los Cuadros 6.2 y 6.4, podemos

ver que el hecho de imputar mejora la estimacién en todos los casos salvo cuando h—v =00 0.5 0
bajo po cuando Ah=0.15. En la mayoria de los casos, cuando h — v = 0.5, el MISE de los estimadores
mél) y T?LI(I’O) es bastante parecido. Lo mismo ocurre con ﬁlél) v ﬁll(l’l). Los estimadores internamente
normalizados se comportan de una manera diferente. Para valores chicos de h (h = 0.15 0 0.20), el
estimador imputado es peor que el simplificado. Sin embargo, a medida que h es méas grande, existen
mas valores de v que logran disminuir el MISE. De la comparacién anterior, podemos deducir que
para los estimadores basados en Nadaraya—Watson imputar mejora la estimacion en especial cuando
la diferencia entre las ventanas h y v es grande mientras que para los internamente normalizados,
la ventaja del imputado se observa si uno elige ventanas h grandes para imputar las observaciones
faltantes.

. . . 1
Respecto de los estimadores de las componentes marginales, g1 v g2, 0 sea, si comparamos g§5)

(1,1) A1) (1,1) b 1 disminuir 1 1
con glI y 92 g con 921 N nuevamente observamos que logramos disminuir los errores a. 1mputar

los datos siempre y cuando la ventana usada para el imputado sea menor que la usada para el

simplificado (ver Cuadros 6.2 y 6.5 y 6.2 y 6.7, respectivamente). Entre los estimadores §§25) y

’g\§21’2) ocurre algo similar. Mientras la ventana h sea grande, es decir, tome valores 0.25 o 0.3, si

la ventana = es menor que h, imputar logra una mejoria en términos del MISE. Sin embargo, al

(2) . ~(2,2)
1

comparar los MISE de los estimadores internamente normalizados de g2, g5¢ y G5, , podemos ver

que la imputacién no logra mejorar la estimacién. Por otra parte, los estimadores §SI’O) y §§711’0) de

de g1 v g2, respectivamente tienen valores de MISE menores que cualquier otro y parecen ser los
que se deben recomendar a pesar de que para imputar las observaciones no hacen uso del modelo
aditivo.

Vale la pena mencionar que los Cuadros 6.2 y 6.4 permiten observar que para los mecanismos

e . . (1,0) ~(1,1
de pérdida de observaciones ps v p3, los menores valores de MISE de los estimadores mI( ’ ), mI( 1)

(2,2 . .
y mI( 2 son ligeramente superiores a los del caso en que no hay datos faltantes, o sea, cuando

p(x)=p =1.

Finalmente podemos concluir que, en presencia de datos faltantes, la imputacién logra mejorar
la estimacién cuando la ventana utilizada para imputar las observaciones, o sea, la del estimador
simplificado, es suficientemente mayor que la del estimador imputado. Por otra parte, estimar la
funcion de regresion en el primer paso, o sea para imputar las respuestas faltantes, con un estimador
que no utilice integraciéon marginal logra un estimador con menor MISE.
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6.4.

Cuadro 6.1: (a) Medidas resumen para los estimadores de la media de Y y (b) MISE de los estimadores

Cuadros
C1 C2
Media 10.00002  9.99558
Desvio | 0.13520 0.41963
ECM 0.01828 0.17611

(b)
?=1 { =2
5 [ & 5 [ &
r=1 | 0.3046 2.1030 0.8131  2.8487
r=2 | 0.2801 0.3989 0.7800 1.1270

r, £ =1,2, en funcién del estimador de c utilizado bajo el mecanismo de pérdida ps.

52

~(¢
97(“,8)7

pi(x) =1 p2(x) = 0.8 p3(x) = 0.4 + 0.5 cos*(2z 172 + 0.4)
h = 0.15 0.20 0.25 0.30 0.15 0.20 0.25 0.30 0.15 0.20 0.25 0.30
771:%1) 0.4341 0.6706 1.0172 1.4765 | 0.4476 0.6830 1.0290 1.4876 | 0.4799 0.7251 1.0880 1.5665
m él) 0.5497 0.7646 1.0930 1.5357 | 0.5539 0.7694 1.0993 1.5431 | 0.5728 0.8025 1.1521 1.6185
fﬁéz) 7.5561 24966 4.4023 7.7180 || 2.8241 2.5570 4.5312 7.9148 || 2.9052 2.6735 4.7758 8.3126
§£1§ 0.1758 0.2851 0.4449 0.6540 || 0.1775 0.2864 0.4464 0.6558 || 0.1864 0.3030 0.4728  0.6930
§§2§ 1.7465 2.0968 3.2514 4.8172 || 1.7652 2.1162 3.2828 4.8656 || 1.8161 2.1133 3.2826  4.8899
ﬁélg 0.1581 0.2663 0.4385 0.6755 || 0.1602 0.2689 0.4418 0.6790 || 0.1714 0.2879 0.4715 0.7206
Z]\ézg 0.6087 0.2713 0.4566 0.9956 || 0.6388 0.2983 0.4950 1.0499 || 0.7650 0.3907 0.6045 1.1923

Cuadro 6.2: MISE de los estimadores simplificados de m, g1 y g2 bajo distintos esquemas de pérdida de
datos y para distintas ventanas h.

pi(x) =1 p2(x) =0.8 p3(x) = 0.4 +0.5cos®(2z122 + 0.4)
h = 0.15 0.20 0.25 0.30 0.15 0.20 0.25 0.30 0.15 0.20 0.25 0.30
Z]\Sg 0.0611  0.0720 0.1019 0.1422 || 0.0635 0.0738 0.1034 0.1432 (| 0.0669 0.0786 0.1093  0.1485
Z]\fg 0.3622  0.1329 0.0752 0.0470 || 0.3380 0.1340 0.0752 0.0469 || 0.3609 0.1373 0.0757  0.0473
Z]\;lg 0.0576 0.0741 0.1149 0.1733 || 0.0596 0.0759 0.1163 0.1743 || 0.0635 0.0811 0.1230 0.1814
Aézg 0.2521 0.1262 0.2773  0.5256 || 0.2866 0.1499 0.3039 0.5547 || 0.3672 0.2339 0.4134  0.6802

Cuadro 6.3: WMISE de los estimadores simplificados de las funciones marginales bajo distintos esquemas de
pérdida de datos y para distintas ventanas h.
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p2(x) = 0.8

p3(x) = 0.4 + 0.5cos”(2z172 + 0.4)

y=] 010 015 020 025 0.30 0.10 015  0.20 0.25 0.30
w1 05391 07049 09651 1.3263  1.7875 || 0.7320 0.9282 1.2163  1.5966  2.0660
h=030 | m"" | 05977 07601 1.0162 1.3728  1.8288 | 0.8553 1.0455 1.3260  1.6978  2.1578
Mm% | 42962 23859 3.8430 6.9949 11.2794 || 3.4810 3.4327 6.1222 10.1938 15.2371
M 105109 0.6649 09121  1.2632 0.6382 0.8164 1.0846  1.4505
h=025 | m"" | 0.5840 0.7340 09761 1.3213 0.7903  0.9613 1.2202  1.5752
M | 53860 2.5261 3.3039 5.9619 44085 2.8614 4.4666  7.7448
M0 04869 0.6282  0.8633 0.5637 0.7215  0.9707
h=020 | m"" | 05993 0.7115  0.9404 0.7475 0.8967 1.1345
M2 | 71745 2.9473 29293 6.6130 3.1146  3.4001
w0 | 0.4667  0.5959 0.5080  0.6462
h=015 | m"" | 0.5699 0.6934 0.7240  0.8517
M | 9.3599  3.7323 10.6384  4.4380

Cuadro 6.4: MISE de los estimadores imputados de m bajo distintos esquemas de pérdida de datos y para
distintas ventanas h y +.

pa(x) = 0.8 p3(x) = 0.4 + 0.5cos”(2z122 + 0.4)
y=1 010 015 020 025  0.30 010 015 020 025  0.30

357 1 01666  0.2515 0.3816 0.5558 0.7726 || 0.2615 0.3610 0.5035 0.6855 0.9047
h=030 | g4V | 01813 0.2648 0.3931 05652 0.7795 || 0.2895 0.3862 0.5252 0.7020 0.9175

g%7 | 21391 17668 2.7166 4.2193  6.0118 || 2.0124 22572 3.5491 5.2585 7.1955

3057 101538 0.2331  0.3571  0.5268 02176  0.3085 0.4419 0.6176
h=025 | g4V | 01728  0.2504 0.3722  0.5392 02542 0.3417 0.4708 0.6411

9157 | 24928 1.8076 2.5382  3.8980 2.2828 2.0608 3.0194 4.5130

357 1 01427 02158 0.3342 0.1820 0.2632 0.3879
h=020 | g4V | 01683 0.2371 0.3527 02282 0.3053 0.4246

3% | 3.0376  1.9133 2.3818 2.9672 2.0758 2.6168

357 | 0.1330  0.2001 0.1547  0.2264
h=015 | ;" | 01607 0.2253 0.2115  0.2781

957 | 37831 2.0997 4.2411  2.3689

Cuadro 6.5: MISE de los estimadores imputados de gi;bajo distintos esquemas de pérdida de datos y para
distintas ventanas h y .
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p2(x) = 0.8 p3(x) = 0.4 + 0.5 cos®(2z1w2 + 0.4)
y=] 010 015 020 025  0.30 010 0.5 020 025 _ 0.30
357 [ 0.0399  0.0493 0.0717 0.1133 0.1822 | 0.0586 0.0737 0.1026 0.1507  0.2246
h=030 | gi;" | 0.0870 0.0894 0.1081 0.1436 0.1852 || 0.1260 0.1292 0.1524 0.1912 0.2316
957 | 07496 0.2314  0.1143  0.0781 0.0559 || 0.6390 0.2573 0.1720 0.1381 0.1075
357 | 0.0459 0.0551 0.0796 0.1279 0.0577 0.0720 0.1022  0.1557
h=025 | gt;Y | 0.0873 0.0873 0.1022 0.1349 0.1183  0.1194 0.1370  0.1708
957 | 09337 0.2050 0.1336  0.0831 0.8268 0.2932 0.1560  0.1093
377 [ 0.0521  0.0601 0.0854 0.0582  0.0701  0.0995
h=020 | g}V | 0.0949 0.0862 0.0977 0.1173  0.1144  0.1261
9537 | 11951 0.3842  0.1671 12175 0.4136  0.1891
3.7 | 0.0595  0.0666 0.0625 0.0719
h=0.15 | gy | 0.0918  0.0860 0.1211  0.1132
957 | 15302 0.4969 1.8117  0.6153

Cuadro 6.6: wMISE de los estimadores imputados de ¢g; bajo distintos esquemas de pérdida de datos y para

distintas ventanas h y ~.

p2(x) = 0.8 p3(x) = 0.4 + 0.5 cos® (22122 + 0.4)
y=] 010 015 020 025 030 || 010 015 020 025 _ 0.30
9557 101591 0.2398  0.3737 0.5650 0.8132 || 0.2608 0.3586 0.5088 0.7118  0.9657
h=0.30 | gi5" | 0.1699 0.2493 0.3814 0.5706 0.8164 || 0.2856 0.3805 0.5270 0.7259  0.9752
94537 | 12967  0.4773 05231 1.0029 17879 || 1.2026 0.7487 10625 1.7629 2.7428
9557 1 01443 0.2186 0.3455  0.5310 02106 0.2988 0.4381 0.6328
h=0.25 | gsi" | 0.1592  0.2318 0.3563 0.5392 0.2433 0.3280 0.4627 0.6521
9557 | 15433 0.5185 0.4104 0.7701 1.3890 0.6188 0.6849 1.1898
957 | 01319 01994 0.3195 0.1713  0.2487 0.3773
h=0.20 | gi5" | 0.1576  0.2166  0.3338 02131 0.2863  0.4094
9557 | 1.9786  0.6393  0.3472 1.9065 0.7111  0.4688
g7 | 01216 0.1827 0.1425  0.2093
h=0.15 | g4y | 0.1456  0.2041 0.1938  0.2556
gs;2 | 2.4982  0.8607 2.8980  1.0862

Cuadro 6.7: MISE de los estimadores de g2 bajo distintos esquemas de pérdida de datos y para distintas

ventanas h y 7.



CAPITULO 6: ESTUDIO DE MONTE CARLO

95

p2(x) = 0.8 p3(x) = 0.4 + 0.5 cos* (2122 + 0.4)
=] 010 015 020 025  0.30 010 0.5 020 025 030
9557 1 0.0418 0.0545 0.0833 0.1362 0.2213 || 0.0653 0.0849 0.1217 0.1823 0.2733
h=0.30 | 955" | 0.0825 0.0869 0.1120 0.1612 0.2226 || 0.1267 0.1310 0.1625 0.2152 0.2770
gs:? 1 07590 0.2615  0.3481  0.6208  0.9205 || 0.7758 0.5522 0.7993 11568 1.4726
955”1 00451 0.0572 0.0873 0.1452 0.0595 0.0775 0.1143 0.1783
h=0.25 | g5;" | 0.0813 0.0832 0.1055 0.1504 0.1140  0.1168 0.1422  0.1896
9557 1 08975 0.2491  0.2494  0.4749 0.8280 0.3762 0.4955 0.7913
go” | 0.0494  0.0595 0.0892 0.0567 0.0710  0.1052
h=0.20 | g5 | 0.0855 0.0810 0.0995 0.1098 0.1085 0.1276
g7 | 11259 0.2845  0.1807 11152 0.3448  0.2920
957 | 0.0554  0.0633 0.0586  0.0688
h=0.15 | g5 | 0.0844  0.0800 0.1117  0.1051
957 | 14693  0.3736 1.7003  0.4768

Cuadro 6.8: WMISE de los estimadores de go bajo distintos esquemas de pérdida de datos y para distintas

ventanas h y 7.



Capitulo 7

Conclusiones

En esta tesis se han propuesto estimadores para el modelo aditivo con respuestas faltantes y se
ha demostrado la consistencia de los mismos. Mediante un estudio de simulacién se han comparado
algunos de los estimadores propuestos y se ha concluido que

= la imputacion de los datos mejora la estimacién siempre y cuando la diferencia entre la ventana
del primer y la del segundo paso sea grande

= algunos de los estimadores propuestos se comportan bien fuera de la frontera, mientras que
otros se comportan de manera mas homogénea en todo el soporte de las covariables y que

= imputar los datos faltantes sin la suposiciéon de que el modelo es aditivo y calcular finalmente,
basado en la muestra imputada, el estimador que utilice integracién marginal es una buena
propuesta para estimar la funcién de regresién bajo un modelo aditivo, dado que reduce los
errores cuadraticos de los demas estimadores y lleva a valores del MISE ligeramente superiores
a los del estimador que hubiésemos calculado si no hubiéramos observado datos faltantes.

El estudio del comportamiento asintético de los estimadores propuestos serd objeto de estudio
posterior y nos permitird validar teéricamente lo observado en el estudio de Monte Carlo.
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